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AVERTISSEMENT. 



La deuxieme edition de, la Theorie des Fonctions anafytiques 
etaitepuisee depuis quelques annees, lorsque M. Bachelier, dont le 
concours desinteresse rend, chaque jour, aux sciences mathematiques 
de si utiles services, cohqut le projet de reimpriraer cette ceuvre de 
Timmortel Lagrange, et me fit I'honneur de me proposer d'endiriger 
la publication; il n'est pas besoin de developper ici les motifs qui me 
firent accueillir avec empressement cette demande, les geometres les 
apprecieront certainement. Je me bomerai a une simple observation : 
la Theorie des Fonctions anafytiques est, malheureusement, bien peu 
lue de nos jours ; et cependant, que de methodes fecondes et elegantes, 
que de conseils utiles y trouverait le professeur charge d'un cours 
d'analyse infinitesimale. 

Cette troisieme edition est entierement conforme a la deuxieme ; une 
erreur, resultant de la precipitation avec laquelle ce livre fut ecrit, a 
ete religieusement conservee, je me suis contente de I'indiquer dans 
une note au bas de la page. 

3o Avril 1847. J.-A. SERRET. 
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AVERTISSEMENT 



DE LA DEUXl^ME EDITION. 



Cette edition a plusieurs avantages sur la premiere qui a paru en 
1 797: elle est plus correcte ; on a mis plus d'ordre dans les matieres , 
et on les a divisees par chapitres, ce que I'on n'avait pu faire d'abord, 
cet ouvrage ayant ^te compose, comme d'un seul jet, a mesure qu'il 
s'imprimait. Enfin, on y a fait differentes additions dont les princi- 
pales se trouvent dans le chapitre quatorzieme de la deuxieme partie, 
et dans le chapitre cinquieme de la troisieme. 

On avait pense a refondre dans la premiere partie de ce Traite les 
Lecons sur le CaJeul des Fonctions {*), qui servent de commentaire 
et de suite a cette partie ; mais comme elles forment un ouvrage a part 
qui pent etre lu separement, et independamment de la TMorut des 
Fonctions, on s'est contente de les citer dans tons les endroits sur 
lesquels elles peuvent oflliir des eclaircissements et des developpements 
utiles. 



{*) Ces Lecons ont paru d'abord dans le Recueil des Lecons de Fl^cole normale ; inais la se- 
conde edition , piibliee en 1806 chez Gourcier, est beaucoup augmentce; c*est celle-ci qu'on a 
citee. 
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FONCTIOIVS AMYTIQUES. 



INTRODUCTION. 

Des Fonctions en general. Des Fonctions primitwes et derwees. 
Des difflirentes manieres dont on a envisage le Calcul differentieL 
Objet de cet outrage. 



■^■^1 



On appelle Jbnction d'une ou de plusieurs quantites toute expres- 
sion de calcul dans laquelle ces quantites entrent d'une maniere quel- 
conque, mSlees ou non avec d'autres quantites qu'on regarde comme 
ayant des valeurs donnees et invariables , tandis que les quantites de 
la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans 
les fonctions , on ne considere que les quantity qu'on suppose va- 
riables, sans aucun ^gard aux constantes qui peuvent y etre melees. 

Le mot fonction a ete employe par les premiers analystes pour 
designer en general les puissances d'une meme quantite. Depuis, on 
a etendu la signification de ee mot a toute quantite formee d'lme 
maniere quelconque d'une autre quantite. Leibnitz et les Bernoulli 
Font employe les premiers dans cette acception generale, et il est au- 
jourd'hui generalement adopte. 

3« ed. I 



a THEORIE DES PONCTIONS. 

Lorsqii'a la variable d'une fonction on attribue un accroissement 
quelconque, en ajoutant a cette variable une quantite indeterminee, 
on pent, par les regies ordinaires de Talgebre, si la fonction est alge- 
brique, la developper suivant les puissances de cette indeterminee. 
Le premier terme du developpement sera la fonction proposee qu'on 
appellera fonction primitwe; les termes suivants seront formes de 
differentes fonctions de la meme variable, multipliees par les puis- 
sances successives de 1' indeterminee. Ces nouvelles fonctions depen- 
dront uniquement de la fonction primitive dont elles derivent, et 
pourront s'appeler^/w^ib/w derw^es. En general, quelle que soit la 
fonction primitive, algebrique pu non, elle pent ^tre developpee ou 
censee developpee de la meme maniere, et donner ainsi naissance a 
des fonctions derivees. Les fonctions, considerees sous ce point de 
vue, constituent une analyse d'un genre superieur a I'analyse ordi- 
naire , par sa generalite et ses nombreux usages; et Ton verra dans 
cet ouvrage que Tanalyse qu'on appelle vulgairement transcendante 
ou mfinithirrude n'est, au fond, que Tanalyse des fonctions primitives 
et derivees, et que les calculs differentiel et integral ne sont, a pro- 
prement parler, que le calcul de ces memes fonctions. 

Les premiers geometres qui ont employe le calcul differentiel, 
Leibnitz, les Bernoulli , I'Hopital, etc.. Tout fonde sur la considera- 
tion des quantites infiniment petites de differents ordres, et sur la 
supposition qu'on pent regarder et traiter comme egales les quan- 
tites qui ne different entre elles que par des quantites infiniment 
petites a leur egard. Contents d'arriver, par les procedes de ce calcul, 
d'une maniere prompte et siire a des resultats exacts, ils ne se sont 
point occupes d'en demontrer les principes. Geux qui les ont suivis, 
Euler, d'Alembert, etc., ont cherche a suppleer a ce defaut, en fai- 
sant voir, par des applications particulieres, que les differences qu'on 
suppose infiniment petites doivent etre absolument nuUes, et que 
leurs rapports, seules quantites qui entrent reellement dans le calcul, 
ne sont autre chose que les limites des rapports des differences finies 
ou indefinies. 

Mais il faut convenir que cette idee, quoique juste en elle-meme, 



INTRODUCTION. 3 

n'est pas asaez claire pour servir de principe a une science dont la 
certitude doit etre fondee sur T evidence, et surtout pour etre pre- 
sentee aux commen^nts ; d'ailleurs, il me semble quecomme dans 
le calcul difierentiel, tel qu'on Temploie, on considere et on calcule, 
en efFet, les quantites infiniment petites ou supposees infiniment 
petites elles-memes , la veritable metaphysique de ce calcul consiste 
en ce que Ferreur resultant de cette fausse supposition est redressee 
ou compensee par celle qm nait des procedes memes du calcul, sui- 
vant lesquels on ne retient dans la differentiation que les quantites 
infiniment petites du meme ordre. Par exemple, en regardant une 
courbe comme un poly gone d'un nombre infini de cot^s chacun infi- 
niment petit, et dont le prolongement est la tangente de la courbe, 
il est clair qu'on fait une supposition erronee; mais Terreur se 
trouve corrigee dans le calcul par 1' omission qu'on y fait des quan- 
tites infiniment petites. C'est ce qu'on pent faire voir aisement dans 
des exemples, mais dont il serait peut-etre difficile de donner une 
demonstration generate. 

Newton, pour ^viter la supposition des infiniment petits, a con- 
sidere les quantites matbematiques comme engendrees par le mouve- 
ment, et il a cherche une methode pour determiner directement les 
vitesses ou plutot le rapport des vitesses variables avec lesquelles 
ces quantites sont produites; c'est ce qu'on appelle, d'apres lui , 
la methode des fluxions ou le calcul fluxionnel, parce qu'il a 
nomme ces vitesses fluxions des quantites. Cette methode ou ce 
calcul s'accorde, pour le fond et pour les operations, avec le calcul ^ 

diff^rentiel, et n'en difiere que par la metaphysique qui paratt, en i 

effet, plus claire, parce que tout le monde a ou croit avoir une j 

idee de la vitesse. Mais, d'un cote, introduire le mouvement dans | 

nn calcul qui n'a que des quantites algebriques pour objet, c'est y | 

introduire une idee etrangere, et qui oblige a regarder ces quantites 
comme des lignes parcourues par un mobile; de Fautre, il faut 
avouer qu'on n'a pas meme une idee bien nette de ce que c'est que 
la vitesse d'un point a chaque instant, lorsque cette vitesse est va- 
riable; etl'on pent voir par le savant Traitides Fluxions, deMaclaurin, 

J. 



i 
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conibien il est difficile de demontrer rigoureusement la methode des 
fluxions, et combien d'artifices particuliers il &ut employer pour 
demontrer les differentes parties de cette methode. 

Aussi Newton lui-meme, dans son livre des Principes, a prefi^re, 
comme plus courte, la methode des dernieres raisons des quantites 
evanouissantes; et e'est aux principes de cette methode que se redui- 
sent en derniere analyse les demonstrations relatives a celle des 
fluxions. Mais cette methode a, comme celle des limites dont nous 
avons parle plus haut, et qui n'en est proprement que la traduction 
algebrique, le grand inconvenient de considerer les quantites dans 
I'etat oil elles cessent, pour ainsi dire, d'etre quantites; car, quoique 
Ton couQoive toujours bien le rapport de deux quantites tant qu' elles 
demeurent finies, ce rapport n'offre plus a I'esprit une id^e claire et 
precise, aussitot que ses termes deviennent Tun et I'autre nuls a la 
fois. 

C'est pour prevenir ces difficultes, qu'un habile geometre anglais, 
qui a fait dans I'analyse des decouvertes importantes, a propose, 
dans ces derniers temps, de substituer a la methode des fluxions, 
jusqu'alors suivie scrupuleusement par tons les geometres anglais, 
une autre methode purement analyticpe, et analogue a la methode 
diflerentielle, mais dans laquelle, au lieu de n'employer que les diffe- 
rences inflniment petites ou nuUes des quantites variables, on emploie 
d'abord des valeurs differentes de ces quantites, qu'on egale ensuite, 
apres avoir i^it disparaitre par la division le facteur que cette egalite 
rendrait nul. Par ce moyen, on evite a la verite les inflniment petits 
et les quantites evanouissantes; mais les procedes et les applications 
du calcul sont embarrassants et peu naturels, et Ton doit convenir 
que cette maniere de rendre le calcul differentiel plus rigoureux dans 
ses principes lui fait perdre ses principaux a vantages, la simplicite de 
la methode et la facilite des operations, (/^ojcz Touvrage intitule: 
The residual Analysis a new branch of the algebric art, by John 
Landen; London, 1764, ainsi que le Discours publiepar le meme 
auteur, en 1768, sur lememe objet.) 

Ces variations dans la maniere d'etablir et de presenter les prin- 
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cipes du calcul differentiel, et meme dans la denomination de ce 
calcul, montrent, ce me semble, qn'onn'en avait pas saisi la veritable 
th^rie, quoiqu'on eut trouve d'abord les regies les plus simples et 
les plus commodes pour le mecanisme des operations. 

On trouvera de nouvelles considerations sur cet objet dans la 
premiere le^on sur le Calcul des Fonctions. 

Dans un Memoire imprime parmi ceux de T Academic de Berlin, de 
1772, et dont r objet etait I'analogie entre les differentielles et les 
puissances positives, et entre les integrales et les puissances negatives, 
j'avan^ai que la theorie du developpement des fonctions en serie 
contenait les vrais principes du calcul diflerentiel, degage de toute 
consideration d'infiniment petits ou de limites, et je demontrai par 
cette theorie le theoreme de Taylor, qui est le fondement de la methode 
des series, et qu'on n'avait encore demontre que par le secours de ce 
calcul, ou par la consideration des differences infiniment petites. 

Depuis, Arbogast a presente a T Academic des Sciences un Memoire 
oil la meme idee est exposee avec des developpements et des appli- 
cations qui lui appartiennent. Mais Tauteur n'ayant encore rien public 
sur ce sujet (*), et, m'etant trouve engage par des circonstances parti- 
culieres a developper les principes generaux de I'analyse, j'ai rappele 
mes anciennes idees sur ceux du calcul differentiel, et j'ai fait de 
nouvelles reflexions tendant a les confirmer et a les generaliser ; 
c'est ce qui a occasionne cet Ecrit, que je ne me determine a publier 
que par la consideration de Tutilite dont il pent etre a ceux qui etu- 
dient cette branche importante de Fanalyse. 

II pent, au reste, paraitre surprenant que cette maniere d'envi- 
sager le calcul differentiel ne se soit pas offerte plus tot aux geometres, 
et surtout qu'elle ait echappe a Newton, inventeur de la methode des 
series et.de celle des fluxions. Mais nous observerons a cet egard 
qu'en effet Newton n'avait d'abord employe que la simple considera- 
tion des series pour resoudre le probleme troisieme du second livre 



(*) L'oavrage que feu Arbogast a donne en 1800^ sous le titre de Calcul des derivations, 
a un objet difTerent, comme I'auteur en avertit Iui-m4me k la fin de sa Preface. 
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des Principes, dans lequel il cherche la loi de la resistance necessaire 
pour qu'un corps pesant decrive librement une courbe donnee, pro- 
bleme qui depend naturellement du calcul differentiel ou fiuxionnel. 
On salt que Jean Bernoulli trouva cette solution fausse, en la com- 
parant avec celle qui resulte du calcul differentiel; et son neveu, 
Nicolas, pr^tendit que Terreur venait de ce que Newton avait pris 
le troisieme terme de la serie convergente dans laquelle il reduisait 
Tordonnee de la courbe donnee, pour la differentielle seconde de 
cette ordonnee, et le quatrieme 'pour la differentielle troisieme, au 
lieu que, suivant les regies du calcul differentiel, ces termes ne sont, 
I'un que la moitie, Fautre que la sixieme partie des memes differen- 
tielles. ( F'oyez les Memoires de F Academic des Sciences, de 171 1, 
et le tome I des OEuvres de Jean Bernoulli.) Newton, sans repondre, 
abandonna entierement sa premiere methode, et donna, dans la 
seconde edition des Principes, une solution differente du meme pro- 
bleme, fondee sur la methode meme du calcul differentiel. Depuis, 
on n'a plus parle de Tapplication de la methode des series a ce genre 
de problemes que pour avertir de la meprise dans laquelle Newton 
etait tombe, et fairesentir la necessite d' avoir egard a 1' observation 
de Nicolas Bernoulli. ( Voyez T Encyclopedic, aux articles Diffdren- 
tiel, Force.) Mais nous ferons voir que cette meprise ne vient point 
du fond de la methode, mais simplement de ce que Newton n'a pas 
tenu compte de tons les termes auxquels il fallait avoir egard; et nous 
rectifierons de cette maniere sa premiere solution, dont aucun des 
commentateurs des Principes n'a&it mention. 

L'objet de cet ouvrage est de donner la theorie des fonctions 
considerees comme primitives et derivees; de resoudre, par cette 
theorie, les principaux problemes d' analyse, de geometric et de 
mecanique, qu'on fait dependre du calcul differentiel, et de donner 
par la, a la solution de ces problemes, toute la rigueur des demons- 
trations des AncicQs. 
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EXPOSITION DE LA TH^RIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES 

DANS L' ANALYSE. 



CHAPITRE PREMIER. 

Depeloppement en sirie dune fonction dune variahle, lorsquon 
attribue un accroissement a cette variable. Formation successive 
des termes de la sSrie. Theoreme important sur la nature de 
ces series. 



1. Nous designerons, en g^n^ral, par la caracteristiqiie f ou F, 
plao^e devant une variable, toute fonction de cette yariable, c'est- 
a-dire toute quantity dependante de cette variable, et qui varie 
avec elle suivant une loi donn^e. Ainsi fx ou Fx designera une 
fonction de la variable x; mais, lorsqu'on voudra designer la fonc* 
tion d'une quantite deja composee de cette variable, comme x^, 
a + bxj etc. , on renfermera cette quantite entre deux parentheses. 
Ainsi fx designera une fonction de x;f{x^)y f{a + bx), etc., d^i- 
gneront des fonctions de x^j de a-^ bx^ etc. 

Pour marquer une fonction de deux variables independantes, 
conupe de x, jr, nouS ecrirons f (a?, /), et ainsi des autres. 

' Lor&qu^ nous voudrons employer d'autres caracteristiques pour 
marquer les fonctions, nous aurons soin d'en avertir. 

Qonsiderons done une fonction (x d'une variable quelconque x. 
Si ft la place de a? cm y met x + /, / etant une quantite quelconque 



/ • 
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indeterminee, elle deviendra f(a?-+-e), etpar la theorie des series 
on pourra la developper en une serie de cette forme 

£r -h pi -f- qi^ -4- r/' + . . . , 

dans laquelle les quantities p^ ^^ r, etc., coefficients des puissances 
de i seront de nouvelles fonctions de x, derivees de la fonction 
primitive a?, et independantes de Find^terminee i. 

2. Mais pour ne rien avancer gratuitement, nous commencerons 
par examiner la forme meme de la serie qui doit representer le de- 
veloppement de toute fonction £r, lorsqu'on y substitue :r + £ a la 
place de x^ el que nous avons supposee ne devoir contenir que des 
puissances entieres et positives de i. 

Cette supposition se verifie, en effet, par le developpement des 
differentes fonctions connues, mais personne, que je sache, n'a cher- 
che a le demontrer a priori; ce qui me parait neanmoins d'autant plus 
necessaire, qu'il y a des cas particuliers ou elle ne pent pas avoir 
lieu. D'ailleurs, le calcul differentiel porte expressement sur cette 
meme supposition, et les cas qui font exception sont pr^cis^ment 
ccux oil le calcul a ete accuse d'etre en defaut. 

Je vais d'abord demontrer que, dans la serie resultante du deve- 
loppement de la fonction f (a? + i) , il ne pent se trouver aucune 
puissance fractionnaire de £, a moins qu'on ne donne a x des valeurs 
particuliereSi 

En effet, il est ckdr que les radicaux de i ne pourraient venir que 
des radicaux renfermes dans la fonction primitive £r, et il est clair en 
meme temps que la substitution de a: + ^*, au lieu de or, ne pour- 
rait ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux, ni en chan- 
ger la nature, tant que x et i sont des quantity indetermin^^ 
D'un autre cote, on sait, par la theorie des Equations, qug tout 
radical a autant de valeurs differentes qu'il y a d'unite^ ddns* s6n 
exposant, et que toute fonction irrationnellea, par consequent, autant 
de valeurs differentes qu'on pent faire de combinaisons d^ diffe- 
rentes valeurs des radicaux qu'elle renferme. Dquc, si le d^veloj^jpe^ 
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ment de la fonction f (a: H- /) pouvait contenir un terme de la forme 



m 



ui"" ^ la fonction fx serait necessairement irrationnelle, et aurait, par 
consequent, un certain nombre de valeurs differentes, qui serait 
le meme pour la fonction f (j; + / ) , ainsi que pour son de ve- 
loppement. Mais ce developpement etant represente par la serie 



m 



fx -^ pi -+- qi^ •+- ... -f- ui'^'\' . . . , chaque valeur de ix se combine- 
rait avec chacune des n valeurs du radical \i!^\ de sorte que la fonc- 
tion f (ar -h i) developpee aurait plus de valeurs differentes que la 
meme fonction non developpee, ce qui est absurde. 

Cette demonstration est generale et rigoureuse, tant que x et i 
demeurent indeterminees ; mais elle cesserait de I'etre si Ton don- 
nait a x des valeurs determin^es ; car il serait p'ossible que ces va- 
leurs detruisissent quelques radicaux dans ix , qui pourraient nean- 
moins subsister dans f (a? -h i). Nous examinerons plus bas (chap. V) 
ces cas particuliers et les consequences qui en resultent. 

Nous venons de voir que le developpement de la fonction 
f (x-|-£) ne saurait contenir, en general, des puissances fractionnaires 
de I ; il est facile de s'assurer aussi qu'il ne pourra contenir non plus 
des puissances negatives de i. 

Car, si parmi les termes de ce developpement, il y en avait un de 

la forme -^^ m etant un nombre entier positif, en faisant i = o, ce 

terme deviendrait infini; done la fonction f {a? -f- i) devrait devenir 
infinie lorsque / = o; par consequent, il faudrait que fa? devint infinie, 
ce qui ne pent avoir lieu que pour des valeurs particulieres de x. 

# 

• 
3. Nous etant ainsi assure de la forme generale du developpement 
de la fonction f (^ -+-^J*), voyons plus particulierement en quoi ce de- 
veloppement coiftiste, et ce que^ignifie chacun de ses termes. 

On voit d'abord que si Ton cherche dans cette fonction ce qui est 

independant de la quantite /, il n'y a qu'a feure *= o, ce qui la re- 

duit a fj?. Ainsi ix est la partie de f (^-f- /) qui reste lorsque la 

quantite i devient nuUe; de sorte que f{x-\- i) sera egale a fo, plus 

3* ^d, a 
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une quantite qui. doit disparaitre en &isant i = o, et qui sera par 
consequent, ou pourra etre censee multipliee par une puissance 
positive de i\ et comme nous venons de demontrer que dans le 
developpement de f (x -\- i) il ne pent entrer aucune puissance 
fractionnaire de i, il s'ensuit que la quantite dont il s'agit ne pourra 
etre multipliee que par une puissance positive et entiere de ii elle 
sera done de la forme iP, P etant une fonction de a; et /, qui ne 
deviendra point infinie lorsque / == o . 
On aura done ainsi 

done f {.r H- i) — £r = jP, et, par consequent, divisible par i\ la 
division faite, on aura 

p f (x H- z) — £r 

Or, P etant une nouvelle fonction de x et /, on pourra de 
meme en separer ce qui est independant de £, et qui, par conse- 
quent, ne s'evanouit pas lorsque i devient nul. Soit done p ce que 
devient P lorsqu'on fait i = o, p sera une fonction de x sans i\ 
et, par un raisonnement semblable au precedent, on prouvera que 
P = /? -+- jQ , iQ etant la partie de P qui devient nulle lorsque 
/ = o, et Q etant une nouvelle fonction de x et i qui ne devient 
pas infinie lorsque / = o . 

On aura done P — p =: iQ^ et, par consequent, divisible par i ; 
la division faite, on aura 

m 

Soit q la valeur de Q , en y faisant •?" = o , q sera ane fonction de x 
sans iy et la partie de Q , qui devient nulle lorsque i devient nul , 
sera, comme ci-dessus, de la forme ^'R, R etant une fonction dex et /, 
qui ne deviendra pas infinie lorsque i = o, et qu'on ti^ouvera en 
divisant Q — q par iy et ainsi de suite. 
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On aura, par ce procede, 

done, substituantsuccessivementy 

f (^ H- i) = £r+ iP =£c-f- 5PH-/^Q = £r + i^-h/^^r-h r^R =...; 

ce qui donnera, pour le developpement de f (a; + £), une serie de 
la forme que nous avons supposee au commencement. 

4. Soil, par exemple, fir = - ; on aura 

{{x + i) = -4-.; 
done 
.p I I < p 1 1 

^ x(x-hO X* a:*(x-Hi)' ^ x'(a:+i)' ^ jr" 

£ j^ _ ' i_ _ _ ' , R = ^ ^ = _ i« . 

x'(x + i) x* x'(x+j) x'(x+i)' X*' 

etc.; 



ainsi on aura 






i X x(x + i) X X* x*(x-|-i) 



III' «' 



X X* x* x'(x+i) '"' 

comme il resulte de la division actuelle. 

Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle \x ; on 
aura done 



done 



^X-f-i+^X 



yx + 1 + V X 2 V X 



-7 

a. 
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•0_p_ =_i I \/x — ^x+i 

^^ " <Jx + i+\fx i^x ayJxWx+l-^r^lx) 



I 



I I 

I i — 2X + 2 ^xs/x+i 
a v/x \x{slx + 1 H- V^)* 

i ^x+i+'i^x 

^>lx ^{^x+i+^xY 



8xv^x(v^x+z + ^xY i6x^>lx 

etc. 
De sorte qu'on aura, de cette maniere, 

yjx^i = y/i + - — T^ = y 0? + 



/• 



^/^Tfl+s/x ^slx ^^xiy/x + i-h^y 



i« , ^/x + i+i)/x -s 



2\/i 8x^ SxsfxWx+i-^s/xy 



^•* i» 



2V^ 8x\/x i6x*^x , 

Cette demiere serie est celle que Ton trouve par rextraction actuelle 
de la racine carree ou par la formule du binome. 

5. II serait difficile d'executer ces operations sur des fonctions 
irrationnelles plus compliquees; mais, en faisant disparaitre les irra- 
tionnalites par rapport a la quantite i, Tapplication de la methode 
n'aura plus de difficulte. 

Ainsi, en reprenant I'exemple precedent, on partira de Tequation 



qui, etant elevee au carre pour degager Vi de dessous le signe radical, 
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devient, apres la division par i, 
faisant « = o, P devient/?, et Ton aura 

a yx 

On fera done P =/? -f- iQ, ce qui etant substitue, on aura, apres 
la division par i^ 

o = -i- H- aQV^H- '^H- ^^Q^ 

Faisant i = o, Q devient q; done on aura 

±^!Aq\/x= o; 



4x 
d'ou Ton tire 



9= — 



Sx^ 



On fera done Q = 5r-|- /R, et ainsi de suite. 

On pent, a la verite, trouver les valeurs de /?, q, r, etc., d'une 
maniere plus expeditive , en faisant tout de suite I'equation 

yx H- / = \x -hpi -h qi^ -h r/' + . .. , 

relevant au carre pour degager la quantite / de dessous le signe, 
et eomparant ensuite les termes affectes des mSmes puissances de i, 
pour que cette quantite puisse demeurer indeterminee, comme on 
le suppose; mais la methode precedente a Tavantage de ne deve- 
lopper la serie qu'autant que Ton veut, et de donner la valeur 
exacte du reste. En effet, si Ton voulait, par exemple, s'arreter au 
second terme/7i, on aurait Qi ^ pour la valeur du reste, et Ton pour- 
rait determiner Q par la resolution de Tequation en Q. Dans 
Texemple ci-dessus, cette equation est 



,^q' + q(.v/-h-^)+:^=o, 
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et, pour la resoudre de maniere que 1' expression de Q ne presente 

pas la quantite i au denominateur, il n'y a qu'a faire Q = ^ ; ce qui 
reduira T equation a cette forme: 

v^ -f- ^y{ix sfx -h ^V*^) + 4^^'^= o, 

d'oii Ton tire 

V = — /\x \x — 21 \x ± ^x\x -h i; 

et comme Q ne doit pas devenir infini lorsque / = o (n® 5) , il faudra 
que V ne devienne pas nul dans le meme cas : par consequent, il 
faudra prendre le signe inferieur du radical; on aura ainsi 

V = — 2 \x {2X -+- i) — ^x \x -h i , 
et de la 

Q = - 



=Tr ? 



2 ^x (nx +« ) + 4x v/x + « a ^x(^x+ 1 + ^x) 

comme plus haut. On en usera de meme dans tous les cas sem- 
blables. 

6. Mais le principal avantage de la m^thode que nous avons 
exposee, consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions/?, q^ 
r, etc., resultent de la fonction principale £r , et surtout en ce qu'elle 
prouve que les restes /P, iQ , /R, etc. , sont des quantites qui doivent 
devenir nuUes lorsque i=o; d'ou Ton tire cette consequence impor- 
tante, que dans la s^rie fx -\-pi-\- qi^ -f- re* -+-,.. , qui nait du deve- 
loppement de f (a? + i) , on pent toujours prendre i assez petit pour 
qu'un terme quelconque soit plus grand que la somme de tous les 
termes qui le suivent, et que cela doit avoir lieu aussi pour toutes les 
valeurs plus petites de i. 

Car, puisque les restes i P, iQ , iK , etc. , sont des fonctions de i qui 
deviennent nulles par la nature meme du developpement , lorsque 
£ = o, il s'ensuit qu'en considerant la courbe dont i serait I'asbcisse 
et Tune de ces fonctions Tordonnee , cette courbe coupera Taxe a 
I'origine des abscisses ; et, a moins que ce point ne soit un point sin- 
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guHer, oe qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs pa^ticulielx^s 
de X, comme il est fecile de s'en convaincre avec un peu de reflexion 
et par un raisonnement analogue a celui du n^ 2, le cours de la 
court)e sera necessairement eontinu depuis ee point; done elie s*ap- 
prochera peu a peu de Taxe avant de le couper, et s*en approchera, 
par consequent, d'une quantite moindre qu'aucune quantite donnee; 
de sorte qu'on pourra toujours trouver une abscisse i correspondant a 
une ordonnee moindre qu'une quantite donnee; et alors toute valeur 
plus petite de i repondra aussi a des ordonnees moindres que la quan^ 
tite donnee. 

On pourra done prendre i assez petit, sans etre nul, pour que i P 
soit moindre que £r, ou pour que iQ soit moindre que p^ ou pour 
que iR soit moindre que q^ et ainsi des autres; et, par consequent, 
pour que PQ soit moindre que ^, ou que PK soit moindre que i^q^ etc. ; 
done, puisque (n^ 3) 

il s'ensuit qu'on pourra toujours donner a i une valeur assez petite 
pour que chaque tenne de la serie £r H- y? -+• Py -h iV -h . . . de- 
vienne plus grand que la somme de tous les termes suivants; et alors 
toute valeur de i plus petite que celle-la satisfera toujours a la menie 
condition. 

On doit regarder ce theoreme comme un des principes ibndanien- 
taux de la theorie que nous nous proposons de developper ; on le 
suppose tacitement dans le calcul differentiel et dans celui des fluxions, 
et c'est par cet endroit qu'on peut dire que ces calculs donnent le 
plus de prise sur eux, surtout dans leur application aux problenies 
geometriques et mecaniques. Les doutes qui pourraient rester sur la 
demonstration de ce theoreme*, parce que le procede que nous avons 
employe pour trouver les restes /P, /Q, iR, etc., n'est applicable 
qu'aux fonctions algebriques, seront levesdans le chapitre V, oil nous 
donnerons Texpression generale de ces restes et la maniere d'en 
determiner les limites. 
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7. II faut remarquer, au reste, que la methode que nous venous de 
donner pour trouver successivement les termes de la serie qui repre- 
sente une fonction dex-i-i, developpee suivant les puissances de i , 
ne pent s'appliquer, en general, au developpement d'une fonction de x 
et de iy qu'autant que cette fonction est susceptible d'etre reduite en 
une serie qui procede suivant les puissances positives et entieres 
de /; car le raisonnement du n^ 2, par lequel nous avons prouve 
que toute fonction de x -h i est, generalement parlant, susceptible 
de cette forme, ne pourrait pas s'appliquer a une fonction quel- 
conque de x et i. Mais dans les cas oil cette reduction est possible, 
on pourra toujours appliquer a la serie resultante du developpement, 
suivant les puissances ascendantes de i, la consequence que nous en 
avons tiree dans le numero precedent, savoir , que la quantite / 
pourra etre prise assez petite pour qu'un terme quelconque de la serie 
soit plus grand que tous ceux qui le suivent, pris ensemble. 
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CHAPITRE DEUXll&ME. 



Fonctions d^rwees; leur notation et leur algorithme 



8. Nous avons vu que le developpement de ({x -\- i) donne 
naissance a difierentes autres fonctions /?, q^ r, etc., toutes derivees 
de la fonction principale too , et nous avons donne la maniere de trou- 
ver ces fonctions dans des cas particuliers. Mais pour etablir une 
theorie sur ces sortes de fonctions, il faut rechercher la loi generale 
de leur derivation. 

m 

Pour cela, reprenons la formule generale 

£{x H- i) = £r -h pi -h qi^ -+■ ri* -f- .. , , 

et supposons que rindeterminee x devienne x-ho^ o etant une quan- 
tite quelconque indeterminee et independante de /; il est visible que 
f{x-\-i) deviendra f (a? -h / + o), et Ton voit en m^me temps que 
Ton aurait le meme resultat en mettant simplement i + o a ia place 
de i dans f (^ -+■ i). Done aussi, le resultat doit etre le meme, soit 
qu'on mette, dans la serie fx -h pi H- qi^ H- rt' -f- ..., /-ho a la 
place de /, soit cpji'on y mette j? -h o au lieu de x. 
La premiere substitution donnera 

fx-^-p{i-+-o) + q{i + oy-\-r{i-\-oy + ... ; 

f 

savoir, en developpant les puissances de i -+■ o, et n'ecrivant, pour 
plus de simplicite, que les deux premiers termes de chaque puissance, 
parce que la comparaison de ces termes suffira pour les determinations 
dont nous avons besoin, 

fx -hpi •+■ qi^ -h ri^ -hsi^ -f- ... 

H-/?o -h ^qio + 3ri^o -h ^si^o -h ... 
3*^. 3 
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Pour faire Tautre substitution , soient fir -f- Vx.o-\- ...,/? -h p'o 
q -\- q'o-i- ,,.y r H- r'o -h . . . , ce que deviennent les fonctions fir, /?, 
^, r, etc., en y mettant x + o pour a?, et ne considerant dans le 
developpement que les termes qui contiennent la premiere puissance 
de ry, il est clair que la meme formule deviendra 

fir -^pi-\' qi^ -h ri^ + ji* + . . . 

i'x.o -^ p'io + q'i^o -h r'Po -f- — 



Comme ces deux resultats doivent etre identiques, quelles que soient 
les valeurs de i et de o, on aura, en comparant les termes affect^ de o, 
de rb, de i*o, etc., 

/? = f'^, 25r =/?', 3r = q\ /is = r\ 

Maintenant, de m^meque Cx est la premiere fonction derivee de fir, 
il est clair que/?' est la premiere fonction derivee de /?, que q' est la 
premiere fonction derivee de y, r' la premiere fonction derivee de r, 
et ainsi de suite. Done, si, pour plus de simplicite et d'uniformite, on 
denote par f 'a; la premiere fonction derivee de fx, par f^^x la premiere 
fonction derivee de fa?, par f'".r la premiere fonction derivee de f "x, 
et ainsi de suite, on aura 

p = fa:, et de la />'= f^^; 



done 



= ^= — ) et de la q = — 

2 2 ^2 



done 



done 



r=^ = — 5, et de la r'=— ^: 

5 2.3 2.0 ' 

r f^^o: , J. ,_ Vx 



4 2.3.4 2.3.4' 

et ainsi de suite . 

Done, substituant ces valeurs dans le developpement de la fonction 
i(x -^- i) , on aura 

[x -h z)=fir +f\r.?H r H ^j* +-0-7^ +.... 

^ ' 2 2.0 2.0.4 
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Cette nouvelle expression a I'a vantage de faire voir comment les 
termes de la serie dependent les uns des autres, et surtout comment, 
lorsqu'on sait former la premiere fonction derivee d'une fonction pri- 
mitive cjuelconque, on pent former toutes les fonetions derivees que 
la serie renferme. 

9. Nous appellerons la foncUon iv Jonction primitive, pijiT rapport 
aux fonetions fa:, f^Xj etc., qui en derivent, et nous appellerons 
celles-^i /onctions dSris^ees, par rapport acelle-la. Nous nommerons, 
deplus, la premiere fonction derivee f'x^ fonction prime; la deuxieme 
fonction derivee fa:, fonction seconde; la troisieme fonction derivee 
i*" X ^ fonction tierce, et ainsi de suite. 

De la meme maniere, si / est supposee une fonction de or, nous 
denoterons ses fonetions derivees par j', j'^ J*^, etc. , de sorte que r 
etant une fonction primitive, y' sera sa fonction prime , j" en sera 
la fonction seconde, y" la fonction tierce, et ainsi de suite. 

De sorte que x de venant a? H- £ , y de viendra 

Ainsi, pourvu qu'on ait un moyen d'avoir la fonction prime d'une 
fonction primitive quelconque, on aura, par la simple repetition des 
memes operations, toutes les fonetions derivees, et, par consequent, 
tous les termes de la serie qui resulte du developpement de la fonction 
primitive. 

Au reste, pour peu qu'on connaisse le calcul differentiel, on doit 
voir que les fonetions derivees j',j'',r''', etc., relatives a .r, coinci- 
dent avec les expressions ^ > -j^r ^> etc. 
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CHAPITRE TROISIfiME. 

Fonctions derwees des puissances, des quantites exponentielles et 
hgarithmixjueSy des sinus, cosinus, et des expressions composees 
de ces fonctions simples. Equations derii^ees. 



10. Puisque tout se reduit a trouver la premiere fbnetion derivee 
d'une fonction donnee , nous allons donner des regies generales pour 
la formation des fonctions derivees des principales quantites qu'on 
emploie dans 1' analyse. 

Par ce que nous venons de d^montrer, on voit que la fonction 
derivee f 'a? d'une fonction donnee foo de la variable x n'est autre 
chose que le coefficient de i dans le premier terme du developpement 
de cette fonction , apres la substitution de *r -4- i a la place de ^. Ainsi 
il ne s'agit que de trouver ce premier coefficient. 

Soit done d'abord tx = af^, on aura 

f{x-^i) =:{x + i)'^; 

or il est facile de demontrer, soit par les simples regies de Tarithme- 
tique, soit par les premieres operations de I'algebre, que les deux 
premiers termes de la puissance m du binome ar+isont x^-\- maf^~*i, 
que m soit un nombre entier ou fractionnaire, positif ou negatif; 
ainsi on aura 

f'x = msf"^'. 
De la on tirera de la meme maniere 
i" X = m {jn — i) 3r~* , {"'x — m{m — \){m—:i)af''-\ etc.; 
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de sorte qu'on aura, par la formule generale du n^ 8, 

;ro(/n — i)(m — 2) ^,3^.3 

2.3 

ce qui est la formule connue du binome, laquelle se trouve ainsi de- 
montree pour toutes les valeurs de m. 

1 1 . Soit en second lieu fo = a*, on aura 

f (a?-+- i) = a^^^= (fa'\ 

ainsi tout se reduit a trouver les deux premiers termes de la serie 
de a*, developpee suivant les puissances de i. 
Soit, pour cela, a=i -hi; alors 

par la formule que nous venons de demontrer. Developpant les pro- 
duits de /, i — i , i — a , etc. , et ordonnant les termes suivant les 
puissances de /, on trouvera que les termes multiplies par i forment 

cette sene, i\h ho" — •• • )* 

Done , faisant, pour abreger, 



a ' 3 2 ■ 3 ' 

les deux premiers termes de la valeur de a' en serie seront i h- A/; 
on aura, par consequent, 

Vx = k(f. 

On tirera de la, par la m^me operation repetee, 

{"x — k.k<f = A'a', Vx— A»a', etc. ; 
on aura ainsi 



%-+-«)=«"*■'=«'( J -l-Ai + ^ + ^+ ...) 
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Divisant par a^, et changeant i en a;, on aura la serie connue 

2 2^0 



• • • • 



12. Si dans cette formule on fait j? = i , on aura 

2 2.3 

et si Ton fait j? = -^ ? on aura 

A 

I 

2 2.0 2.0.4 

I 

Ainsi la quantite a^ est egale a un nombre constant, qui est la valeur 
de a, lorsque A = i ; et par la serie precedente on trouve 

1 
a^= 2,71828 18284 59045 



G'est ie nombre qu'on designe ordinairement par e; de sorte que la 

relation entre a et A se trouve exprimee d'une maniere finie par Te- 
I 

quation a^ = c, laquelle donne a = e^. 

Done, si fa: = e^, on aura a = e^, A = m, et, par consequent, 

rx = m^, i''x = m'e^, fa: = mV^, etc. ; 
d'oii Ton tirera, comme ci-dessus, 

«,-, m'x* m*x* 

e~= I -+-mx -A 1 5-> etc. 

2 2.0 

Or, dans Fequation f = a'y a: est ce qu'on appelle le logarithme 
de J, a ^tant la base du systeme logarithmique, c'est-a-dire le nombre 
dont le logarithme est Tunit^; de sorte que cette equation donne 

X = log J pour la base a. Par la meme raison, Tequation a^ =z e 
donnera j = log e pour la base a^ et A = log a pour la base e. 
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Dans le systeme des logarithmes ordinaires, la base a a ete prise 
egale a lo, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le 
calcul arithmetique; mais, dans F analyse, on prefere, comme plus 
simple, le systeme dont la base est le nombre e; c'est le systeme des 
logarithmes de Neper, que Ton nomme communement logarithmes 
hyperboliques, parce qu'ils sont representes par I'aire de I'hyperbole 
equilatere entre ses asymptotes, et on les designe par la simple carac- 
teristique 1. Ainsi, on a A =c: la; par consequent, la fonction prime 
de la fonction of estexprimee par (f\a (numero precedent). 

Au reste, comme a = ^^, on aura a = e^"*, et, par consequent, 
of = e***; moyennant quoi Ton pent reduire toutes les exponen- 
tielles a la meme base e. 

13. Soit, en troisieme lieu, £r = log^; on aura, par la nature 
des logarithmes, a? = a''. Or, x devenant x -h iy ^x devient 

f (j?-h i) = £r + ii'x -h - i'^x + . . . . 

Faisant, pour abr^ger, o = ii'x H — Pa;-f- ..., Tequation a?= a^^ 
deviendra , en y mettant x -\- i pour Xj et fir -4- o pour fix-, 

et, divisant cette equation par la precedente, on aura 



i-f-- = a*'=i +AoH h . . . (numero precedent) . 



Effiicant Tunite de part et d'autre, et divisant par i, apres avoir sub- 
stitue la valeur de o, on aiira, en ordonnant suivant les puissances de i^ 

-k=i'x-^'^{M'x-\-pL^¥x)-^ .... 

La quantite i etant et devant demeurer indeterminee , il &udra que 
cette Equation se verifie independamment de cette quantite; par con- 
sequent, tons les termes affectes d'une meme puissance de i devront 
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se detruire d'eux-memes, et former autant d' equations a part. On 
aura done ainsi 

- = M'x, M'x + AT^ = o, 

X 

et ainsi de suite. 

Done, £r etant egal a log a:, on aura, en general , 

kx x\a ' 
et de la, par la formule generate du n"^ 10, on tirera 

V'x = ^> i'^x = -^r ' f""^ = — -n-' etc. , 

x'la x^ia x*la ' 

valeurs qui satisfont, eomme Ton voit, aux difierentes equations 

trouvees ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans la 

•J 

serie £r H- Wx + — i"x -h . . . , on aura sur-le-champ 






log (a:-h «•) =loga; + ^-^^-h53^ 



. . • • 



Faisant a? = i , changeant i en x^ on aura la formule connue 



a:* X* 



log (n- a?) = 






Pour les logarithmes hyperboliques oil k = i , on aura simplement 

fa?=Lr, f'a?=-? f"= j? etc. 



X x* 



14. Les sinus et cosinus d'angles consideres analytiquement ne 
sont que des expressions composees d*exponentielles imaginaires ; 
ainsi on pent deduire leurs fonctions derivees de celles de ces expo- 
nentielies . 

Soit done, en quatrieme lieu, Cr = sino:; comme on a 

sm X = ; — J cos X = J 
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on fera 



e-'V^— e-'v/-^ 



2 



v^:=^ 



et Ton aura (n** 12), en mettant ± \/ — i au lieu de m dans c*^, 



e-V=^ — e-'V^--' 



ff €? ' C? 
J? = == cosx. 



De meme, en £iisant 



on trouvera 



\X = COS 0? = — ) 



10?= -v — 1= — smx. 



Gonn^issant ainsi les fonctions primes des fonctions sin a;, coso?, on 
en deduira facilement toutes les autres fonctions derivees. 

En efFet, puisque fa? == sin a: a donne f 'a? = cos a?, et que £r = cos x 
a donne Vx = — sin a:, on aura, pour £x == sin a:, 

ra: = cosar, f"a7= — sina?, f"'a? = ^-cosa?, r^o? = sina:, etc.; 

et pour £x = cos x, 

ra;=: — sinor, {'^x = — coso:, f'^a:=:sina?, {^^x = cosXj etc. 

D'apres ces formules, on aura sur-le-champ les series 

sin (X'hi) = smx-{'icosx sin a? 5COsa:H — 5-7sina;-f-... , 

^ ' a 2.0 2.0.4 

1* I* I* 

cos(a;-ht) =cosa? — ^'sin 0? cosa?H 5 sin x-^ — ^—.cosoc — . . .; 

^ ' 2 2.3 2,3.4 

d'oii, en faisant a? = o, et changeant i en x^ on tire les series connues 

<«• B *¥* * 'V** IT* ^ 

Sm fcT — — *I» -~~ ;;; — |— <> ^ »« ""^ . • • • COS X J^^ I -"— •""" ^T" o ^ """^ . • • • 

2.3 2.3.4.5 ' 2 2.3.4 

15. Les fonctions of^ a*, te, sin a?, cos a?, que nous venons de 

considerer, doivent etre regard^es comme les fonctions simples ana- 
3« id. 4 
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lytiques d'une seule variable. Toutes les autres fonctions de la m^me 
variable se composent de celles-la par addition, soustiacbon, mul- 
tiplication ou division, ou sont donn^es, en general, par des equa- 
tions dans lesquelles entrent des fonctions de ces memes formes. 
Ainsi, connaissant les fonctions primes des fonctions simples que nous 
venons d' examiner, on trouvera aisement les fonctions primes des 
fonctions composees, et par les memes operations repetees, on aura 
successivement les fonctions secondes, tierces, etc. 

Soient/?, </, r, etc. , des fonctions simples de a:, dont /?', q\ r', etc. , 
soient les fonctions primes, connues par les regies precedentes, et sup- 
posons qu*on demande la fonction prime /^d'une fonction/ composee 
defy q^ r, etc. ; on considerera que x devenant x H- e, j devient , en 

general, j H- j'^H-^^— -h ... (n** 9). Or/;, q, r, etc., deviennent en 



• • 



meme temps p '^p'i'-\- ..., q -h q'i-^ ..., r -t- r'/-f- . . ., et amsi 
des autres. II n'y aura done qu'a substituer ces valeurs dans Texpres- 
sion de j, developper les termes suivant les puissances de i, et le 
coefficient de i sera la valeur cherchee de j '. 

Ainsi, si J = cy9 H- iy H- ..., a, 6, etc., etant des coefficients 
constants quelconques, on aura sur-le-champ 

y = op' -^ bq' -+- .... 

Si f = apqy la quantite/?<7 deviendra 

{p-h ip'-h ...) (^-(-^y'-f. ...) =zpq -+- i[p'q + q'p) 

done 

y'=ap'q H- aq'p. 

Si J = apqr^ on trouvera de la meme maniere 

j' =:= ap'qr -h aq'pr -+- ar'pq^ 
et ainsi de suite. 

Si J = -i^ , la quantite - deviendra 



P + ip' + 



• • . 



*t 



If + Uf 
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Developpant le denominateur en series par les regies connues, on 
aura 

done 

q 9« 

16. Soit, en general, y =iip^ en regardant ip comme une fonc- 
tion primitive de/?, sa fonction prime sera i'p\ en sorte que/? deve- 
nant p-\-o (j'emploie ici la quantite indeterminee o a la place de la 
quantite indeterminee /, qui designera toujours Taugmentation inde- 
terminee de 0?) , ip deviendra (n® 8) 



f^H«of/; + ^r>H-.,.. 



Or, p etant une fonction de x^ lorsque x devient .r + /, p de- 
vient (n^ 8)/? H- ip' H — — +...; done faisant o = «/>'-!- -/?"-h ... , 
ip deviendra, par la substitution de x-^-i a la place de x^ 

ip + ip'i'p -h J(/?"f> + p"i'p) 
par consequent, on aura 

d'ou r^sulte ce principe, que la fonction prime d'une fonction d*une 
quantite qui est elle-meme une fonction d'une autre quantite, est egale 
au produit des fonctions primes des deux fonctions. 

Supposons maintenant que;^ soit une fonction de /? et de 9, que 
nous designerons par f(pjq); il s'agit de substituer x -+- i a la 
place de x dans les deux fonctions p et q. Or il est visible que Ton 
doit avoir le meme resultat, que Ton fasse ces deux substitutions 
a la fois ou successivement, puisque les quantites p et q sont regar- 
dees comme independantes. 

En substituant d'abord a? + ^' a la place de x dans la fonction/?, la 

4. 
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fbnction f(/7, q)y regardee seulement comme fonction de /?, devient 

np,q)-^ipr{p) 



j'ems simplement i' {p) pour designer la fonction prime de f (/?,^), 
prise relativement a/? seul, ^ etant regardee comme constante. Substi- 
tuons maintenant X'-\- i a a? dans q, la fonction f (/?, q) deviendra 
pareillement 

oil r [q) represente la fonction prime de f (/?, 9), prise relativement a 
q seul, p etant regardee comme constante. Quant au terme ip'i' {p)^ 
il est visible que, par cette nouvelle substitution, il se trouverait aug- 
mente de termes multiplies par /'% /% etc. Ainsi les deux premiers 
termes de la serie provenant du developpement def (/?, q) , apres la sub- 
stitution dea:-f-ipoura:, seront simplement ^{p ^q)'^i\^p'^ {p) -+-^f '(9)] J 
de sorte qu'on aura 

Si J etait une fonction de/?, ^, r, representee par f(/7, 9, r), on 
trouverait de la meme maniere 

et ainsi de suite. 

D'oii il est aise de tirer cette conclusion generale, que la fonction 
prime d'une fonction composee de differentes fonctions particulieres 
sera la somme des fonctions primes relatives a chacune de ces memes 
fonctions, considerees separement et independamment Tune de Tautre. 

Ge principe, combine avec le precedent, suffira pour troiiver les 
fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les autres 
fonctions derivees des ordres superieurs. 

Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x^ les fonctions 
primes de X'", /X, a^, sin X, cos X, etc., seront 

mX"'-*X', ~, a^X'la, X'cosX, — X'sinX, etc.. 
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et leurs fonctions secondes 

X'^cos X — X'^ sin X, — X'^sinX — X'^ cos X , etc. , 
et ainsi de suite. 

17. Mais la fonction /pourrait n'etre donnee que par une equa- 
tion quelconque entre x et y. 

Representons cette equation en general par F (pc^ j) = o, on aura, 
par la resolution, j* egal a une certaine fonction de x^ que Ton pourra 
designer par £c; de sorte qu'en substituant £c pour y dans la fonc- 
tion F(a7, /), elle deviendra F {x^ ix)^ fonction de x seul que nous 
designerons par (px. Cette fonction de (px devra done etre nulle, quelle 
que soit la valeur de x ; done elle le sera aussi en mettant x-^i pour x, 
quelle que soit la valeur de i. Mais, par cette substitution, (px devient 

(px H- i/p'x H ^"x -h . . . ; done, pour que i puisse etre une quantite 

quelconque, il faudra que Ton ait separement les equations ^ = o, 
^'x = o, <p'^a7 = o, etc,, dont la premiere est I'equation donnee, la 
seconde est sa fonction prime, la troisieme sa fonction seconde, etc. 

Or, puisque ^ = F (a7,.£r) = F(a:, j), ^'^ sera la fonction prime 
de F (a:, y) , y etant regarde comme fonction de x^ et par le principe 
etabli dans le numero precedent, cette fonction prime sera exprimee 
par F'(a:)+ j'F'(j), en designant par F'(a?) et F'(j) les fonctions 
primes de la fonction F (a:, j), prises relativement a x seul et a j seul. 

Done Tequation F (a:, j) = o donnera 

F'(a:)+/F'(7) = o; 
d'oii Ton tire 

^ ~ F'(/)' 

Ayant ainsi la valeur de la fonction prime y' en fonction de x et/, on 
aura celle de j'^ en prenant la fonction prime de cette fonction , et 
ainsi de suite. 
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II resulte de F analyse precedente ce principe : 

Lorsqu'on a une equation quelconque entre deux variables j-s j, 
r equation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses 
termes, ainsi qu' entre leurs fonctions secondes , etc. Nous appelle- 
rons ces nouvelles equations, equations dArwies; et en particulier, 
equations primes^ equations secondes^ etc. , celles qu'on obtient en 
prenant les fonctions primes, secondes, etc. 

Si Tequation ne contenait qu'une seule variable qui dut demeurer 
indeterminee, ce qui a lieu dans les equations identiques, le meme 
principe subsisterait, et Ton aurait egalement une equation prime, une 
equation seconde, etc., qui seraient aussi identiques. 

Les lecons III, IV, V, VI et VII sur le calcul des fonctions 
renferment un commentaire sur les principaux points que nous 
venons de traiter dans ce chapitre; on y trouvera des developpements 
utiles et importants, et des applications nouvelles. 
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I 



I 



SEE 



CHAPITRE OUATRl£ME. 

Digression sur la mcmiere de deduire les series qui exprimeiU les 
exponentielles , les logarithmes, les sinus, cosinus, et les arcSy de 
simples considerations cdg4briques. 



18. Les series qui representent les quantites exponentielles et loga- 
rithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus, ont ete trouvees d'abord 
par le calcul difFerentiel. Halley est, je crois, le premier qui ait 
iinag;ine de deduire celles des exponentielles et des logarithmes de la 
formule de Newton pour les puissances du binome {Transactions phi^ 
losophiques, n^ 216), en employant la consideration de I'infini ou de 
I'infiniment petit. Gette methode a ete suivie par Euler, et etendue aux 
sinus et cosinus, dans les chapitres VII et Vm du premier tome de 
son Introductio in Analysis, etc. Mais quoiqu'elle puisse etre admise 
en analyse, on ne saurait disconvenir qu'elle n'a pas Fevidence, ni 
meme la rigueur qu'on doit desirer dans les elements d'une science, et 
nous croyons qu'on nous saura gre de nous ecarter ici un moment de 
notre marche, pour donner une demonstration des memes formules, 
fondee aussi uniquement sur celle du binome, mais degagee de toute 
consideration de I'infini. Nous donnerons meme a ces formules une 
generalisation qui servira a rendre les series aussi converg^ites que 
Ton voudra dans tons les cas. 

Considerons 1' equation generale j = a', dans laquelle x est le 
logarithme de/ pour la base a ; mettons a la place de a, \-\- a — i , 
ce qui est la meme chose, et ensuite a la place de (i -ha — i)"*, 

[(i -h a — i)"]", ce qui est encore la meme chose que a'; on aura 

X 

j = [(, +a-i)"]-, 
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n etant une quantite quelconque qui disparait d'elle-meme dans la 
valeur de y. 

Je developpe maintenant le binome ( i H- a — i )" dans la serie 

/ V n(n — i)/ \a . n(n — i) (n — 2)/ v. . 

et j'ordonne les termes suivant les puissances de n\ j'aurai 

(i-ha — 1)"= I -h A/i-hBn*-h ..., 

les coefficients A , B, etc. , etant donnes en a; et il est aise de voir que 
Ton aura d'abord 

cette quantity A etant la meme que celle du n® H. A regard des 
autres coefficients, nous n'aurons pas besoin de les chercher, puis- 
qu'ils disparaitront du calcul, comme on va le voir. 
Faisant cette substitution, nous aurons 

X 

j = (i-f- A/iH-Bn* -+-...)", 
et, developpant a la maniere du binome, il viendra 

J = 1 -h ^ (A/iH- B/i'-h . . .) H- ^^^^ (A/i -f- Bn' + . . .)» 

savoir, en efFacant les puissances de n cpmmunes aux numerateurs et 
aux denominateurs, 



j= I + X (A+ B/i + . .,) H- ^^^~''^ (A -4- Bn -h ...)' 



. X(X n)(x 27l)/A Tfc \« 

-¥-— ^ ^(A-+-BnH-...)'-4-.... 

Maintenant, comme la quantite n est arbitraire et doit, par la 
nature meme de la fonction j, disparaitre de 1' expression de cette 



I 
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fonction, il faudra que tous les termes multiplies par chaque puis- 
sance de n se detruisent mutuellement. Ne tenant done aucun compte 
de ces termes qui doivent disparaitre d'eux-memes, quel que soit n, 
on aura simplement 

2 2.3 

comme plus haut (n^ 11). 

19. Cherchons de la meme maniere la valeur de x en j. Pour cela, 
nous mettrons T equation a^=i y sous la forme 

(i -4- a — i)"^= (i 4- J — i)", 

qui est identique avec la precedente, et oil n est encore une quaii- 
tite quelconque a volonte, qui ne doit point entrer dans la valeur 
de X en y. 

Developpant les deux membres a la maniere du bin6me, on aura 

/ V . nxCnx — i) / vj . nx(nx — i) (nx — 2) / v 

i-h/w?(a — i)h ^^ (a — i)*H ^^ ^^ ^ [a — i) 

= ,-H«(j-,)+^^)(j-,r+^K!^(j-,r-H...; 

savoir, en eifa«^nt I'unite de part et d'autre, et divisant par n , 

, > , x(nx — i) / vj , x(nx — i) (nx — aj / n, , 

.r(a — i)H--A-_ — i(a—iY^ ^ J^ (a_,)»_,^... 

=(/-i)-H^(r-irH-^-^=4x^-^j-ir-H.- 

Or, n etant, comme nous I'avons dejadit, une quantite entiere- 
ment arbitraire et qui ne doit pas entrer dans T expression dex eny^ 
il faudra que les termes multiplies par les differentes puissances de n 
se detruisent d'eux-memes, en sorte qu'il ne reste que ceux oil n 
n'entrera pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes 
sans rij Tequation suivante, dans laquelle j'emploie, pour abreger, la 
quantite A determinee ci-dessus, 

xA = (^-,)-i{y-i)»-hi(j-i)*-...; 
3«^. 5 
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d'oii I'on tire 

^ = logj ^(j-O-Kj-O'+Kj-i)'— -, 

formule connue, et qui s'accorde avec celle du n** 15, A etant egal 
a la. 

20. Mais cette formule n'est convergente que lorsque le nombre 
/, dont elle donne le logarithme, est peu different de Tunite; aussi 
n'est-elle d'aucune utilite pour le calcul des logarithmes ordinaires. 
Voici un moyen de la rendre convergente pour tous les nombres. 

II est evident que Tequation fondamentale y :=a^ pent se changer 
en celle-ci, /'"= a'^, m etant un nombre quelconque entier ou Irac- 
tionnaire. Employant done cette derniere formule a la place de Tautre, 
il n'y aura qu'a changer dans celle-ci/ en y"" et x en mx. On aura 
ainsi, en general, 

^y mA 

oil Ton pourra prendre pour m une fraction \ , telle que \y soit 

toujours un nombre aussi peu different de I'unite que Ton voudra. 

Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de/ ne 
contienne que Tunite avant la virgule, et qu'apres la virgule, il y ait 
s zeros; alors, si Ton s'arrete a 2,s decimales, il est visible que le terme 
(/'" — i)^, et, a plus forte raison, les termes suivants, ne donneront 
rien; de sorte que Ton aura simplement, dans ce cas, 

r 

De la meme maniere, on aura aussi, sous les memes conditions, 

A = la = r[\a — i), 
et, par consequent, 

r 

log J = UlZi. 
\Ja — I 
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C'estpar cetteformulequeBriggs a calculeles premiers logarithmes. 
II avait remarque qu'en faisant des extractions successives de racines 
carrees d'un nombre quelconque, si Ton s'arrete dans une de ces 
extractions, a deux fois autant de decimales qu'il y a de zeros a la 
suite de I'unit^, lorsqu'il n'y a plus que Tunite avant la virgule, la 
partie decimale de cette racine se trouve toujours la moitie de celle 
de la racine precedente, en sorte que ces parties decimales ont entre 
elles le meme rapport que les logarithmes des racines memes ; c*est ce 
qui resulte evidemment des formules precedentes. 

Ainsi, en prenant r = 2*®, on trouve, pour a = lo, 

ya= I, ooooo ooooo ooooo 00199 7174^ 08126 60627, 
i= o, ooooo ooooo ooooo 00086 78617 87988 4o364; 

de sorte que 
1 X ^-^ = 8^736,73798840354 ^ o 434^9 44819 o325i... 

r r— 1997174^081 a55o5a7 7-r -r ;; -r-r ^ 

ya — I 

Si maintenant on veut avoir, par exemple, le logarithme de 3, 
on fera j = 3 , et, employant de meme 60 extractions de racines 
carrees, on trouvera 

yyz= I, ooooo ooooo ooooo 00096 2894^ 64074 68982..., 
et de la 

r 
1^^ y _ VG^— ' _ 95^894^6407458932... 
^•^ »■ 19971742081^550527... 

Vfl— I 

= 0,47712 12647 19662 — 

Cette methode est, commeon le voit, tres-laborieuse, par le grand 
nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir un re- 
sultat en plusieurs decimales ; mais . la formule generale que nous 

5, 
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avons donnee ci-dessus pour rexpression de x en y sert a la sim- 
plifier et a la completer ; car, quel que soit le nombre y, il suffira 
d'en extraire quelques racines carrees, jusqu'a ce que Ton parvienne 

a un nombre j"* ou yj, qui n'ait que Tunite avant la virgule; alors 
les puissances de j"* — i seront des fractions d'autarit pluspetites, 
qu'elles seront plus hautes , et, par consequent, la serie deviendra 
assez convergente pour qu'il suffise d'en prendre un petit nombre 
de termes. 

21 . On pent appliquer la methode precedente a la recherche des 
series qui expriment le sinus par Tare, ou Tare par le sinus, et pour 
lesquelles on emploie aussi (comme I'a fait Euler dans le meme 
ouvrage) la consideration de I'infiniment petit et de Tinfini. 

En effet, en partant de la formule comiue pour la multiplication des 

angles cos nx -^ sin noc \ — i = (cos x -+- sin x\ — i) , on a reci- 
proquement 



cos X H- sin J? y — i = (cos nx -\- sinnx y — i)", 

oil le nombre n pent etre quelconque. 

Maintenant, quelle que soit F expression de sin a; en serie de 
Tare X, elle ne peut etre que de la forme Ax -h Bx^ -+-...; car, 
puisque le sinus devient nul lorsque Tare estnul, il est visible que 
cette expression ne doit contenir aucun terme sans x. Or, comme 

cos X =\i — (sin x^) , on aura 



cosa: = y I — A^x^ — aARr* — ...) = i ^ -+- 

Les coefficients A, B, etc., sont censes independants de Tare x; par 
consequent , ils seront les memes pour tout autre arc. Substituant 
done nx pour x , on aura pareillement 

n*A*jc* 

sm nx = nAx + /2*Rr^ H- . . . et cos /w? = i 1- . . . . 
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Done r equation preeedente deviendra 

I 

cosa?-hsina?V — 1= i-hnAxy — i H- n^lBy — i )a?*-h ... ."• 

Developpons le seeond membre a la maniere du binome, en fai- 
sant, pour abreger, 



X = A^v/— i-h n(B\/—i — ^\ 



x^ 



on aura 



cos J? H- sin a: y — i = i h- - (/iX) H- - — ^ {^^Y 



(i—n)(i—2n) 

2.3 



X 



3 



Comme les valeurs de sin x et de cos x doivent etre independantes 
du nombre arbitraire n, il s'ensuit que tous les termes du second 
membre qui se trouveront multiplies par une meme puissance de n 
doivent se detruire d'eux-memes. Ne tenant done compte que des 
termes oil n ne se trouvera pas apres le developpement, il est aise 

de voir que la quantite X se reduira a son premier terme Ax \ — i , 

et que les coefRcients des puissances de X se reduiront a i , - , -^ , etc. ; 

de sorte que Ton aura simplement 



in J? V — 1 = 1 -t- A^ V — I -+- ~ (Aa: y — i ) 



cos X -h sm 

2 



^,(A^V^) 



En effectuant les puissances de y — i , et comparant les parties 
reelles des deux membres ensemble, et les imaginaires ensemble, on 
aura 

. A»a:» A»:tr» 

sm X = Ax 5- -I- 



2.3 2.3.4.S 
cosa?= I 1 Q-; — 

2 2.0.4 
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22. Pour avoir de meme la valeur de x en sinus et cosinus de x, 
il n'y aura qu'a reprendre la formule fondamentale 



cos nx -h sinnx y — i = (cos a: -4- sin ^ y — i) , 

dans laquelle on mettra, a la place de sinnx etcosnx^ leurs valeurs 

en serie nAx -+- n^Bx^^ etc., i h . .. , et Ton developpera 

la puissance n du second membre. On aura ainsi 

I -h nkx\ — I H- wM By — I W H- ... 

= (cosa?)'' I-hn y— IH — ^ H V— -+-..•• 

^ ' L coso: ^ 2 \cosx ^ / J 

Or 

= tang or, cos x =\i — sino:*; 



5inx 



C08X 

done 

n 



(cos 07)"= ( I — sin j?*)^ = I — - sin 0?* H- ^^^ ^^^ sin x* — 

Substituant ces valeurs, la quantity n ne se trouvera plus que dans les 
coefficients, et ordonnantles termes suivant les puissances de cette quan- 
tite, le second membre deviendra de cette forme i -h/iPn- /i*Q 
en faisant, pour abreger, 

P == tang X y — i — { (tang x y — i ) -h { tang x y — i ) — 

— ^sinj:* — |sin^* — {sina:* — ..., 

Q = l(tanga:V'— i)" 



eflacant r unite des deux membres, et divisant toute Tequationpar /z, 
elle deviendra 



Ax 



^^^']-n(B\/—\—~\x^-h .... = P-hnQ H- ...; 



et comme elle doit avoir lieu independamment de la quantite n^ qui 
doit demeurer indeterminee, il faudra que les termes qui contiennent 
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les differentes puissances de n se detruisent d'eux-memes; ce qui la 
reduira d'abord a Ax \ — i == P ; savoir, en developpant les puis- 
sances de tang x\ — i , 



Ax\ — I = (tang X — \ tangx' -+- { tang a?' — . . .) y — i 

I tang x^ — J tang ^* H- | tang x^ — ... 



— I sin a?* — \ sin x* — | sin^* 



Comme on peut prendre le radical y — i en plus ou en moins, il 
est visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins, et 
soustrayant les deux equations Tune de I'autre, on aura, apres avoir 

divise par 2 A y — i , 

tan gx— ^tangx^ + \ langa:'— .... 

^ = J 

Au reste, il est visible que I'equation trouvee au n® 21 , 

cos a? -h sina:y — i == i -h Aa:y — i-+-~(Aa:y — i) 

^{Ax^— i) -f-..., 



' a. 3 

se reduit directement a celle-ci, 



cos 



a:-T-sina;y — i=,a^ ', 



par la formule du n^ 1 1 , en prenant pour a une quantite dependante 
de A, comme nous I'avons determinee dans ce meme endroit, c'est- 
a-dire, en sorte que a = e^, e etant un nombre donne qui est la base 
des logarithmes hyperboliques. 

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus 
et ensuite en moins, les expressions connues de sin;r, cos a;, en 
exponentielles imaginaires, 

sm X = p== > cos X = y 

.ay/— I ^ 
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et, passant des exponentielles aux logarithmes, 

x\a\l — i = l(cosj?-hsin^y — i)=lcosa:H-l(i-|-tanga7y — i), 

ou bien, en prenant success! vement le radical en plus et en moins, et 
soustrayant une equation de Fautre, 



I 

X =T- 



I , i+tangj:V^ — i 
la 2^ — I I — tangx\/ — i' 

d'oii Ton pent d^duire les series trouvees ci-dessus, en employant les 
developpements des exponentielles et des logarithmes exposes dans 
les n^* 18 et 19. 

Mais il y a ici une remarque importante a faire ; c'est que dans les 
fbrmules que nous venons de trouver, la quantite A, ainsi que a, etant 
arbitraire, le systemede logarithmes pent etre pris a volonte, au lieu que 

dans les formules ordinaires relatives aux arcs de.cercle, le module -r 

est egal a Tunite, ce qui donne poiu* la base le nombre e, dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1' unite. Ainsi, celles-ci nesont qu'un cas par- 
ticulier de celles que nous avons trouvees, mais cette particularisation 
est necessaire pour qu'elles soient applicables au cercle, comme nous 
Tallons demontrer. 

25. Tout se reduit a prouver que, dans T expression de sin x en 
serie, le premier terme doit etre simplement x, au lieu que nous 
1' avons suppose, en general. Ax (n**2l). En employant la considera- 
tion des infiniment petits, cela est evident; car on voit que dans le 
cercle, le sinus, a mesure qu'il diminue, s'approche de plus en plus de 
Tare, jusqu'a s'y confondre dans Tinfiniment petit. Ainsi, en supposant 
Tare X infiniment petit, on a sin :t? == a?; par consequent, A = i . 

Mais, comme nous avons cherche a rendre notre analyse indepen- 
dante de la consideration des infiniment petits, nous devons aussi en 
affranchir la demonstration du point dont il s'agit. 

Pour cela, nous ne supposerons que le principe etabli par Archi- 
mede, que le sinus, qui est la moitie de la corde de Tare double, est 
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moindre que Tare auquel il repond, et que la tangente est plus grande 
que ce meme arc. Nous aurons ainsi sin j? < a? et tang a? > j:; or, 

sinx sinx sinx ^ ^ j i^ 

comme tang x = = - — , on aura , > Xj et de la 

cosx y^i — sinx* VI — sinx* 

sin X > -=== • Employant done T expression de sin x* en serie trouvee 
dans le n^ 21 , il &udra que Ton ait, quelque petit que soit Tare x^ 

. A»x» A»x» 

A f* _^. I ^ -r ""^ 



2.3 2.3.4.5 "^ ' ^ ^/i4.jps 
Done aussi, en divisantpar x, 

. A»x« A»x* ' 



2.3 2.3.4.5 ••• ^- ' """^ y/j^x* 



Gomme 



, ' , = . ^« y et que \/n-.r^ > i, il est clair que 

, > — ; — i ? et en meme temps on voit que \ > i — x^^ car la 

y^i+x* i+Jc* ^ ^ i-+-x» -^ 

difference est , ; ainsi la quantite qui est plus grande que ^ 

sera, a plus forte raison, plus grande que i — x^ ^ de sorte que Ton 
pourra reduire Tespece d' equation d'inegalite ci-dessus a cette forme 

A "^ X A X ^ „^^^ 2 

^~ 1T'^0:4T5~-- "^ '' > I — a: . 

Or, en prenant x tel que — 5- soit < i , il est visible que la serie 

A TT -h * . . sera convergente et < A , mais > A 5- > parce 

qu'en ajoutant ensemble le second et le troisieme teime, le quatrieme 
et le cinquieme, et ainsi de suite, on n'aura que des quantites toutes 
negatives, et qu'au contraire, en ajoutant le troisieme et le quatrieme, 
le cinquieme et le sixierae, etc., on n'aura que des quantites toutes 

positives. Done, x etant suppose < j- ' on aura, a plus forte raison, 



A ?-< I et A>i— X*; 

2.3 



3* ed. 
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par consequent, 

A > 1 — x^ et < I H 5- ; 

ce qui devant avoir lieu, quelque petite que soit la valeur de x^ il 
s'ensuit que Ton aura necessairement A = i . En eflPet, si A = i + i^', 
i etant une quantite quelconque tres-petite positive, il n'y aurait qu'a 

prendre x tel que — 5- < /, et alors la condition de A < i h ^ 

n' aurait plus lieu. De meme, si A= i — e, il n'y aurait qu'a prendre 
.r* < i, et I'autre condition A > i — x^ serait en de&ut. Done on a 
necessairement A = i dans le cercle; par consequent, a = e, nombre 
dont le logarithme hyperbolique est Tunite (n® 12) ; ce qui fait rentrer 
nos formules dans les formules connues pour les fonctions circulaires. 
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J.LUL 



CHAPITRE ClNOUIfiME. 



Du d^eloppement desjbnctions, lor s que Ion donne a la variable une 
vcdeur determinee . Cas dans les quels la regie gSnerale est en 
d&faut. Des valeurs des fractions dont le numerateur et le dSno- 
minateur s ivarvouissent en meme temps. Des cas singuliers oil le 
d^vehppemenJt de lafonction ne procede pas suufant les puissances 
positives et entieres de V accroissement de la variable. 



24. Les methodes que nous venons de donner pour le develop- 
pement de la fonction i{x -f- i) supposent que ce developpement est 
de la forme 



fx -f- if'x H- - (^'x -+-...; 



il est done necessaire, avant d'aller plus loin, d'examiner quand et 
comment cette forme pourrait etre en defaut. 

Nous avons deja demontre plus haut ( n° 2 ) que cela ne peut 
arriver que lorsque Tori donnera a x une valeur determinee, telle 
qu'elle fasse disparaitre dans la fonction ix et dans toutes ses deri- 
vees, quelques radicaux. Or un radical ne peut disparaitre dans une 
fonction que de deux manieres, ou parce que la quantite qui multiplie 
le radical devient nulle, ou parce que le radical lui-meme devient nul. 

Dans le premier cas, il est clair que, le radical disparaissant dans ix^ 
il pourra ne pas disparaitre dans f'j?, f^^r, etc., ou bien que, dispa- 
raissant a la fois dans £r, Vx^ il ne disparaitra pas dans f^o?, f'"^, etc., 
et ainsi du reste, parce que le radical acquerant des coefficients diffe- 

6. 



44 TH^ORIE DES FONCTIONS. 

rents dans les fonctions derivees, ces coefficients ne peuvent pas de- 
venir tons nuls par la meme valeur supposee de la variable . 

Dans le second cas, au contraire, il est evident que le radical 
disparaitra necessairement dans toutes les fonctions £r, f'o:, fa:, etc. , 
a rinfini, puisque c'est la quantite radicale elle-meme qui est supposee 
s'evanouir pour une valeur donnee de la variable a:. Mais Tevanouis- 
sement du radical ne pouvant plus avoir lieu dans la fonction {{x -hi) , 
oil i est une quantite indeterminee et independante de x, il s'ensuit 

que la serie £r + ifx H — {'^x -h . . . , qui represente le developpe- 

ment de cette fonction, deviendra fautive par I'absence du radical 
qu'elle doit contenir. 

Done cette serie sera legitime dans le premier cas, et ne le sera pas 
dans le second. 

25. Soit y = fx , et par consequent , en prenant les fonctions 
prime, seconde, etc.,/' = fx, j''= for, etc. Supposons que, pour 
une valeur donnee de x^ il disparaisse dans fx un radical, lequel ne 
disparaisse pas dans fx; il est clair que, pour cette valeur de x^ la 
fonction f^x devra avoir un plus grand nombre de valeurs diflFerentes 
que la fonction fa:, a raison du radical qui se trouve dans fx et qui a 
disparu dans £r; d'ou il s'ensuit que la valeur de y ne pourra pas etre 
donnee par une fonction de x etf qui ne contiendrait pas ce radical. 
Gependant, si dans T equation / = £r on detruit ce meme radical par 
r elevation aux puissances, et que Tequation resultante soit repre- 
sentee par F (a?, j) = o, son equation prime donnera generalement, 
comme nous Tavons vu au n^ 17, 

^ F'(j) 

Done cette expression sera en defaut dans le cas oil Ton donnerait 
a 0? la valeur en question , ce qui ne pent avoir lieu qu'autant que les 
quantites F'(a?) et F'( j) seront Tune et I'autre nuUes a la fois. Ainsi, 
dans le cas dont il s'agit, 1' expression de y' deviendra egale a zero 
divise par zero; et reciproquement, lorsque cela arrivera, ce sera une 
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marque que la valeur correspondante de x aura detruit dans £r uii 
radical, sans le detruire dans f^x. 

Pour avoir, dans ce cas, la valeur de j', il ne suiBra done pas 
de s'arreter a Tequation prime de F {Xj f) = o, laquelle, etant 
yP' ix) H- F' (a?) = o, aura lieu d'elle-meme, independamment de 
la valeur de /'; mais il faudra passer a Tequation seconde, que Ton 
trouvera par les memes regies de cette forme 

r'F'ix) +/'F'(j) + 2r'F''(/) (o^) -h F" H = o, 

en designantpar F'^ (/) et F''' (x) les fonctions primes de F' (/) et 
F' {x)j prises, la premiere, relativement a j seul, et la seconde, relati- 
vement a x seul, e'est-a-dire les fonctions secondes de F{jr,x), 
prises relativement aux memes variables isolees, et par F''' {/) (x) la 
fonction prime de F' ( j), prise relativement a d?, ou la fonction prime 
de F'(a?), prise relativementa y (ces deux fonctions etant la meme 
chose, comme il est facile de s'en convaincre, et comme nous le de- 
montrerons plus bas, lorsque nous traiterons des fonctions de plu- 
sieurs variables), c'est-a-dire la fonction seconde de F (/, ^*), prise 
relativement a / et a x. 

Cette equation donne generalement la valeur de /"; mais, dans le 
cas propose, la qiiantite F'( j) devenant nulle, le terme qui con- 
tient y^^ disparaitra, et Tequation restante sera une equation du second 
degre en j', par laquelle on determinera la valeur de j', qui sera, 
par consequent, double. 



26. Soit, par exemple, fx = {x — a)\Jx— b, en sorte que Ton 
ait Tequation 



j= {x — a)\lx — b, 



on aura 



faisant x = a, on a 

y = o, j' = V'^* — ^ = V^ — ^» 
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oil I'on voit que le radical disparatt dans la valeur de j, mais non 
pas dans celle de j', en sorte que la valeur dej est simple, et celJe 
de j' double. 

Maintenant, si Ton reduit I'equation proposee a cette forme ra- 
tionnelle j* = (a: — af {x—b), et qu'on en prenne Tequation 
prime, on aura 

2jj' = 2 {x — a) {x — b) -{- {x — a)* ; 
d'oii Ton tire 

, i(x — a){x — b)+(x — g)* 

Faisant j? = a, on a j' = - ; passant done a Tequation seconde, on 
aura 

2j'* -f- ^yj'' = 4 (^ — «) -4- 2 ( J? — b). 

Ici X :=a donne, a cause de jy = o dans ce cas, 



2j'^ = 2 (a? — &) = 2 (a — 6) ; done y' = y a — bl 

comme plus haut. 

II serait possible, au reste, que la meme valeur de «r, qui detruit les 
termes de I'equation prime, detruisit aussi ceux de Tequation seconde; 
alors il fiiudrait passer a T equation tierce, laquelle, par la destruction 
des termes qui contiendraient y" et y" ^ deviendrait une simple 
equation en y\ mais du troisieme degre, et ainsi de suite. Gela 
depend de la nature du radical qui aura ete detruit dans £r, et qui 
doit etre remplace par le degre de Tequation d'oii depend la valeur 
de y\ mais nous n'entrerons dans aucun detail sur ce point, pour ne 
pas trop nous ecarter de notre sujet. 

27. Supposons, en second lieu, que la meme valeur de x^ qui fait 
disparaitre un radical dans £r, le fasse disparaitre aussi dans f^.r, 
sans le faire disparaitre neanmoins dans f^o?; alors les valeurs corres- 
pondantes de £r et de f'o: seront en meme nombre, mais celles de f'^^ 
seront en nombre plus grand. Si done on detruit ce radical dans Te- 
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quation / = £r, la valeur de y" ^ qu'on en deduira, se trouvera egale 
a - 9 et il faudra passer aux equations derivees d'un ordre superieur 
pour avoir la valeur de j''^. 

Soit y •=L [x — of \jx — 6, on aura 

Faisant ^ = a, on a 



j=o, y'=o et j''= 2 yj?-^ ft = aya — ft; 
mais si Ton reduit I'equation proposee a cette forme rationnelle 

y^ = {x—ay{x — b), 
on en tirera I'equation prime 

oyy' = 4 (^ — ay {x — ft) -h {x — a)\ 
laquelle donne, lorsque x = a^ 

f o 
^ o 

a cause de j^ =o, a moins qu'en substituant la valeur de /, on ne 
divise le tout par {x — a)^, et qu'ensuite on ne fasse x- = a, ce 
qui donnera 

y'=o. 

Passant a I'equation seconde, on aura 

y»-hj7'^=6(a;-a)»(a;-ft)-h4(^-ar; 

faisant a: = a, on aura y' = o comme ci-dessus. Mais pour avoir la 
valeur de y'^, il &udra avoir recours a Tequation tierce et meme a 
Tequation quarte. Celle-la sera 

Syry^^f^^ iS{x — ay -+- i2{x — a){x — b), 
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oil tous les termes disparaissent lorsque x=a. La suivante sera 

3j'^^ ^ t^^y" ^yy^^ = 48 (o? — a) H- 12 (o; — h). 

Faisant a: = a, et, par consequent, J = o et j)^' = o, on aura 



comme plus haut. 

Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui d'ailleurs n'a 
plus de difficulte d'apres les principes etablis. Nous nous conten- 
terons de remarquer que si Ton construit la courbe dont x serait 
Tabscisse, et j = £r I'ordonnee, cette courbe aura ce que Ton ap- 
pelle un point multiple dans I'endroit correspondant a la valeur 
donnee de x^ qui fera disparaitre un radical dans £r, sans le fiure 
disparaitre en meme temps dans i'x\ qu*elle aura un point d'attou- 
chement, si la meme valeur de x £iit disparaitre a la fois le radical 
dans £r et dans Vx\ que ce sera un point d' osculation, si le radical 
disparait en meme temps dans V'x^ et ainsi de suite. On en verra 
la raison lorsque nous appliquerons la theorie des fonctions a celle 
des courbes. 

28. A I'occasion de la difHculte que nous venons de resoudre, 
nous allons donner la theorie de la methode pour trouver la valeur 
d'une fraction, dans le cas ou le numerateur et le denominateur 
deviennent zero a la fois. 

Soitp- une pareille fraction, £r et Yx etant des fonctions de x, 

telle que la supposition de or = a les rende toutes les deux nulles a 
la fois; on demande la valeur de cette fraction lorsque a? = a. 

On fera j = =- > et, par consequent, j Fx = £r. En supposant 

0? = a, cette equation se verifie d'elle-meme, independamment de 
la valeur de /, qui demeure, par consequent, indi§terminee ; ainsi elle 
ne pent servir dans cet etat a la determination de /, lorsque a? == a. 
Mais, en prenant I'equation prime, on aura 

y'Yx -f- yY'x = {'x\ 
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ia supposition de x =a feit disparaitre le terme j'Fo:, et le reste de 
r equation donne 

^ ~ Vx 

S'il arrivait que les fonctions primes To;, F'x devinssent aussi nnlles 
par la meme supposition, alors on trouverait par le meme principe, 
en substituant dans Tequation ci-dessus f'o?, F^x pour fo, Fxj cette 
nouvelle expression de y, 

_ fx 
y — F"a:' 

et ainsi de suite. On pourrait aussi la deduire directement de la 
meme equation prime, en considerant que, comme elle se verifie de 
nouveau d'elle-meme, elle ne pent pas servir non plus a la determina- 
tion de J ; que, par consequent, il sera necessaire de passer a Tequa- 
tion seconde, laquelle sera 

y"Fx H- 'iy'F'x+yF"x = {"x. 

Comme la supposition de a; = a rend nuUes les fonctions Fa: et F'x^ 
les termes qui contiennent /' et y'' s'en iront d'eux-memes, et les 

termes restants donneront y = ^ir > comme plus haut. 

II n'est pas a craindre que les fonctions for, f'o:, i^x^ etc., Fx, 
F'xy F'^x, etc, a Tinfini, puissent devenir nulles en meme temps 
par la supposition de x = a, comme quelques geometres paraissent 

le supposer ; car, puisque f (a: + i) =fx -h Wx H fa?, etc. , en 

faisant a; = a, on aurait 

f(a H- /) = o, 

quel que soit i , ce qui est impossible ; il en serait de meme de 
F {x -{- i). Mais il pent arriver que ces fonctions deviennent infinies 
par la meme supposition de .r = a, ce qui rendra egalement les 

fractions pr> «r-> etc., indeterminees : la solution de cette difficulte 

yed. 7 
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depend de Texamen du second cas du n*" 24 , dont nous allons 
nous occuper. 

29. Ce cas a lieu lorsque la supposition de x = a &it disparaitre 
dans £r un radical en le rendant nul, auquel cas elle le fera dispa- 
raitre de meme dans les fonctions derivees ; mais ce radical restant 
dans la fbnction f (;r + i) , il doit rester aussi dans le developpe- 
ment de cette fonction ; par consequent, ne pouvant affecter la 
valeur de x, il faudra qu'il affecte Vi; d'oii il suit que ce deve- 
loppement doit contenir necessairement des puissances fractionnaires 

de i. II est clair, en effet, que si £x contient la quantity y X, X etant 
une fonction de x qui devient nuUe lorsque a? = a, en mettant 
X -{- i k la place de a?, X deviendra 



et faisant x = a, on aura simplement tX' H X'' -h ... pour la 

valeur de X ; de sorte que y X deviendra 

done la fonction f (a? -h e) contiendra, dans le cas de j:? = a, le radical 

\hy qui devra, par consequent, se trouver dans son developpement 
suivant les puissances de i. Voyons done ce que donnera alors le 

developpement fautif fx H- if'x H f^^x -h 

Pour cela, j'observe que les fonctions f {x -h £), f" {x -f- i), etc., 
sont egalement les fonctions primes, secondes , etc. , de la fonction 
f (a: -t- /), soit qu'on les prenne relativement a x^ soit qu'on les 
prenne relativement a /, ce qui est evident, puisqu'en augmentant 
soit Xy soit id' une meme quantite quelconque, on a le meme accrois- 
sement de la quantite x H- i. D'oii il suit que Ton aura egalement 
les valeurs de f'^, f'^o?, etc., quel que soit a?, en prenant les fonc- 
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tions primes , secondes, etc., de f(j? + «) relativement a /, etfaisant 
ensuite * = o . 

Or, si Ton suppose que le developpement de f{x -h i) doive con- 
tenir, lorsque x = a, un terme affecte de /'", tel que A^'", A etant 
une fonction de a, et m n' etant pas un nombre entier positif, en 
prenant les fonctions primes, secondes, etc., relativement a /, il 
faudra que les developpements de f (^ -f- i), f' {x H- i), etc., con- 
tiennent les termes /wAj'""*, m{m — i)Ai'"~%etc. (n** 10). Done, 
feisant / = o, on en conclura que les fonctions £r, f'j?, F.r, etc., 
lorsque a?=a, contiendront respectivement les termes Ao*", /wAo'"~\ 
m{m — i) Ao'^^S etc. 

Si m est un nombre quelconque negatif, il est clair que tous ces 
termes seront infinis. 

Si m est un nombre positif non entier , soit n le nombre entier 
immediatement plus grand que m , il est visible que le terme 
m{m — i) . . . (m — n -f- i) Ao'""" sera infini, ainsi que tous les 
termes suivants, et que tous les precedents seront nuls. 

Done, en general, la fonction Cx et toutes les suivantes f"^*^, 
f'"^^.r, etc., a I'infini (n, n -h i, etc., etant des indices), seront in- 
finies, n etant le nombre entier positif immediatement plus grand 
que I'exposant /w . 



30. On conclura de la que le developpement (x -+- ii'x -+- — f^^x 

ne pent devenir fautif pour une valeur donnee de .r, qu'autant 
qu'une des fonctions fj?, To?, i"x^ etc., deviendra infinie, ainsi que 
toutes les suivantes pour cette valeur de x. Alors, si n est Tindice 
de la premiere fonction qui devient infinie, le developpement dont 
il s'agit devra contenir un terme de la forme i"*, m etant un nombre 
compris entre n — i et /i . 

Et si toutes les fonctions fj:, f^r, ^"x^ etc., devenaient infinies pour 
lameme valeur de a?, le developpement de f (o^ -h /) contiendrait, dans 
ce cas, des puissances negatives de i. 

Pour trouver alors la vraie forme du developpement suivant les 
puissances ascendantes de i, il faudra faire d'abord, dans la fonction 

7- 



- \ 
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f{x -h i)j 00 egal a la valeur donnee, et developper ensuite »uivant les- 
puissances croissantes de i par les regies connues, en ayant egard aux 
puissances fractionnaires ou negatives de i qui se trouveraient dans la 
Ibnction meme. 

Au reste, nous remarquerons qu'en fiusant jr=(xy et prenant 
.r et y pour les coordonnees d'une courbe, cette courbe aura au 
point oil Tune des fonctions /, j', jr^y etc., devient infinie, ainsi 
que toutes les suivantes, un rebroussement dont I'espece depen- 
dra de Tindice n, pourvu que Texposant firactionnaire m ait pour 
denominateur un nombre pair; et Ton d^terminera la nature du 
rebroussement par la forme du developpement de f{a: + i) dans 
ce cas. 



31. Dans Texemple du n"" 27, oil j = {x — a) yx — ^, on voit 
que la supposition de a? = ^ detruit le radical dans y et doit, par 
consequent, le detruire aussi dans les fonctions derivees j', j'^ etc. 

Done le developpement £r-h ii'x H i"x -t- ..., de f(ar -t- /), en 

supposant j = £r = (a; — a) \x — 6, sera fautif dans le cas de 
X =z b. En efFet, on aura, dans ce cas, 



/ 4/ L . X — a 

J = o, J =^x — b^ P== = oo, 

X etant egal a 6, et Ton trouvera de meme 

r'' = 00 , r'" = 00 , etc. 

Done le developpement dont il s'agit devra contenir alors un terme 
de la forme i'" , m etant entre o et i . 

Soit, en effet, x = h -\- i; fx deviendra {b — a -h i) v«, de sorte 

que le vrai developpement de cette fonction sera {b — a) \i -+- v . 

32. C'est aussi de la meme maniere que Ton resoudra la difficulte 
proposee a la fin du n^ 28, sur les fractions qui demeureraient 
toujours indeterminees, en prenant a I'infini les fonctions derivees 
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du numerateur et du denominateur. Nous y avons vu que cela ne 
saurait arriver que dans le cas ou la meme valeur de x rendrait 
ces fonctions successives infinies. II faudra done alors supposer 
x- = a -4- i {a etant la valeur de x qui rend ces fonctions infinies) 
dans r expression generale de la fraction, reduire ensuite cette expres- 
sion en serie, suivant les puissances ascendantes de i^ et le premier 
terme de la serie, en iaisant i' = o, donnera la valeur cherchee de la 
fraction pour le cas de a? = a. 

Ainsi, si Ton avait la fi:'action v^ i5 ^ , qui devient 

- lorsque x = a, et dont les fonctions primes, secondes, etc. , du nu- 
merateur et du denominateur, deviennent toutes infinies par la meme 
valeur de a:, en y mettant a + t' au lieu de .r, et reduisant le numera- 
teur et le denominateur en serie, elle deviendra 

\/'H ;= + ••• r. 

2 y a I >/i 






2V2a 



de sorte qu'en fiaiisant ^* = o, on aura -p-^ pour la valeur cherchee de 

la fraction, lorsque j; = a. 

En efFet, si, suivant la methode du n*" 28, Ton prend les fonctions 
primes du numerateur et du denominateur, on aura 



et 



'^sfx ^sjx — a yjx*' — a* 

quantites qui deviennent infinies lorsque a;= a; mais en lesmultipliant 
i'une et Tautre par 2 y j? — a, la nouvelle fi'action sera 



Jx — a 



IX 



yjx-^-a 

laquelle, en faisant x :=i a^ devient -p^r , comme plus haut 
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Nous avons done resolu les difficultes qui peuvent se rencontrer 
dans le developpement de f (a; -t- /) ; et quoique nous n'ayons consi- 
dere que des fonctions algebriques, il n'est pas difficile d'etendre nos 
solutions aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultes n'ont 
lieu que pour des valeurs particulieres de x, il est clair qu'elles n'in- 
fluent en rien sur la theorie des fonctions derivees Tx, f^o:, etc.; mais 
il etait necessaire de les examiner, et de donner les moyens de les 
lever, pour ne laisser aucun nuage sur cette theorie. {f^oyez aussi la 
huitieme lecon du Calcul des Fonctions,) 
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CHAPITRE SIXIfeME. 



Resolution generate des forwtions en series, D^veloppement des 
fonctions en siries terminSes et composees d'autant de termes 
que Von voudra. Mqyen dtexprimer les restes depuis an ternie 
quelconque proposi. Theoreme nouveau sur ces series. 



33. Nous avons vu jusqu'ici comment on pent trouver directe- 
ment tons les termes du developpement de la fonction i\x-\-i), 
suivant les puissances de i\ on pent, de la meme maniere, developper 
une fonction quelconque suivant les puissances ascendantes d'une des 
variables contenues dans la fonction. 

En effet, si Ton prend la formule 

i{x -+- i) = fj: -h ii'x H- ~f "a: -h -^ f'x H- . . . , 

puisque x et i sont deux quantites indeterminees^ on y peut substi- 
tuer X — I a la place de ^, ce qui donnera 

fx = f{x — i) -h if{x — i) -f- -f'^{x — i) -t- . . .. 

De plus, on pourra mettre xz a la place de i et Ton aura 

fx =:f{x — xz) H- XZ f{x — xz) H f" {x — J?z) H- . . . , 

oil z est une quantite arbitraire quelconque. 

Ici £r representee comme Ton voit, une fonction quelconque de Xj 
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et f'(.r — xz)j f''(a? — ocz), etc., representent les fonctions primes, 
secondes, etc. , de fir, en y substituant x {i — z) a la place de x. Mais 
quoique £r ne represente qu'une fonction de x relativement a ses 
fonctions derivees, il est clair qu'elle pent representer, en general, 
line fonction quelconque de x et d'autres quantites quelconques, 
ponrvu que ces quantites y soient regardees comme constantes dans 
la formation des fonctions derivees f'.r, P^x^ etc. 

Si dans la formule precedente on fait z = o, 1' equation devient 
identique fx = fa:, et si Ton fait z = i , la quantite x — xz s'evanouit; 
de sorte que, si Ton denote simplement par f, f, f", etc., les va- 
leurs des fonctions fa?, f'o:, T'o?, etc., lorsque a: = o, on aura 

fa7 = f-harf'+-V-h.... 

Ainsi, lorsque fa: sera une fonction donnee de plusieurs variables 
.r, J, etc. , il n'y aura qu'a chercher, par les regies generales, les 
fonctions derivees par rapport a x seul, et y faire ensuite a: = o; 
on aura tons les termes du developpement de la fonction suivant les 
puissances ascendantes de a:, et il est clair que les valeurs des quan- 
tites f, f", etc., seront des fonctions de /, etc., sans a:, toutes de- 
rivees de la fonction primitive, suivant une loi dependante de la 
nianiere dont la quantite x entrera dans cette fonction. 

34. On pourrait trouver ce developpement d'une maniere plus 
simple, en supposant tout de suite 

fa: = A H- Bo: -f- Cx^ -+- Da:' -+-.., 

A , B, C , etc. , etant des quantites independantes de x. Pour les 
determiner, on considerera que cette equation, devant etre iden- 
tique, doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Done, i** en 
faisant a: = o, on aura f = A ; 2^ en prenant les fonctions primes 
de tons ses^termes (n*^* 10, 17), on aura encore Tequation identique 

ra: = B + 2Ca:-h 3Da?*-h ..., 
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oil, faisant de nouveau a: = o, on aura f = B; 3** en prenant de 
nouveau les fonctions primes, on aura 



f''x = aC H- 2.3Da? + 34^^ -h .., 

oil, faisant derechef x = o, on aura f == aC. Continuant de la 
meme maniere, on trouvera 

r = 2. 3D, r^= !i.34E, etc.; 
d'oii Ton tire 

A = f, B = r, c = ir, D = ^r, etc., 

ce qui donnera, par la substitution, la meme serie pour £r que 
ci-dessus. Mais cette methode est moins directe que la precedente, 
et elle suppose deja la theorie des fonctions derivees; elle est d'ail- 
leurs moins rigoureuse, en ce qu'elle suppose, de plus, que la somme 
de tons les termes afFectes de x devient nuUe lorsque x=Oy quoique 
les coefficients de ces termes augmentent a I'infini dans les equa- 
tions derivees; mais le grand avantage de la methode precedente 
consiste en ce qu'elle donne le moyen d'arreter le developpement de 
la serie a tel terme que Ton voudra, et de juger de la valeur du reste 
de la serie. 

Ce probleme, Fun des plus importants de la theorie des series, 
n'a pas encore ete resolu d'une maniere generale. On pourrait, a la 
verite, le resoudre pour chaque fonction en particulier, par les me- 
thodes exposees dans le chapitre premier; mais il serait impossible 
de parvenir par cette voie a une solution generale pour une fonction 
quelconque. 

■ 

55. Reprenons done la formule generale trouv.ee ci-dessus (n** 53), 

x*z^ 

£x = f{x — xz) -+- .i'zf{x — xz) -h - — r' {x — a?z) + . . . , 

et supposons que Ton veuille s'arreter au premier terme f (a; — xz). 
Comme tous les termes suivants sont multiplies par x^ nous suppo- 
se ^d. 8 
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serons 

fir = f (^ — xz^ + a;P, 

P etant regarde comme line fonction de z, qui devra etre nulle 
lorsque z = o, puisque alors f (.r — xz) devient fir. 

Comme cette equation doit avoir lieu , quelle que soit la valeur 
de Zj qui est arbitraire, son equation prime, relativement a z, aura 
done lieu aussi (n® 17). On prendra done les fonctions primes relati- 
vement a cette variable, et il est facile de voir que la fonction prime 
du terme f (^ — xz) sera — xf\x — xz); car on a demontre [if 16) 
que si j = f/?, y etant une fonction de x, on a 

y =p \p\ 

ainsi, en rapportant les fonctions derivees a la variable z, et faisant 
p = X — j?z, on aura 

/?' = — X et y' "= • — ^^p = — ^f {^ — ^2) • 

Done, a cause que fir ne renferme point z, Tequation prime relative 
a z de r equation ci-dessus sera 

o = — xi!'[x — x£) -h x9\ 



P etant la fonction prime de P relativement a z ; d'oii Ton tire 

P' = r(^ — a;z). 

On aura done la valeur de P, en cherdiant une fonction de z dont 
la foncidon prime soit egale a {' [x — a:z) , et qui, de plus, soit telle, 
qu'elle devieraie nulle lorsque z = o. Cette valeur de P ainsi trouvee, 
si Ton y fait z = i , on aura 

fir = f-4- xV. 

Supposons, en second lieu, 

fir = f (a? — xz) -4- xzi\x — xz) -h x^Q , 

Q etant une fonction de z, qui devra etre nulle, comme Ton voit, 
lorsque z = o. 
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En prenant, oomme ci-dessus, les fondioiis primes rebtivenieDt 
a Zy on aura cette equation prime 

o = — xr{x — xz) -h xf'(x — xz) — .r*:;f''(.r — xz) -^ x^Q\ 

oil les fonctions designees par T, f^, sent les fonctioiis primes et 
secondes de £r relativement a Xy et dans lesquelles on a mis ensiiite 
X — xz pour X. On tire de la, en efla^ant ce qui se detruit, 

Q' = zr{x — xz); 

de sorte que Ton aura la valeur de Q en cherchant uue fbnction de ;:;, 
dont la fonction prime ait la valeur que Ton vieiit de trouver pour Q\ 
et qui ait la condition de devenir nulle lorsque z = o. Si ensuite Ton 
fait z = 1 , on aura 

Soit, en troisieme lieu, 

£c = f{x — xz) -h xz('{x — xz) H- — ^f" [x — xz) -f- .r'R , 

R etant une fonction de z qui s'evanouisse lorsque z = o. On trou- 
vera, en prenant les fonctions primes relativement a z, et eflacant les 
termes qui se detruisent mutuellement, 

R' = ^{'^{x—xz), 

la fonction representee par f ''' etant la fonction lierce de fx relative- 
ment a .r, transformee par la substitution de x — xz a la place dte x. 
II faudra done, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction 
primitive de z, dont la fonction prime soit la valeur precedente de R', 
et qui soit telle, qu'elle s'evanouisse lorsque z = o. Cette fonction 
etant trouvee, on aura, en iaisant z = i , 

fo = f -h xf -+-^r^-hx'R, 

a 

et ainsi de suite. 
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En continuant ainsi, on aura la formule du n" 33, 

a 2.0 

Mais I'analyse precedente a Tavantage de donner la maniere d'avoir 
lesrestes ocP, ^^Q, ^*R, etc., de la serie, lorsqu'on veut rinterrompre 
a son premier, deuxieme, troisieme, etc., terme. 

36. Voila le probleme resolii analytiquement ; mais, comnie les 
quantites P, Q, R, etc., ne sont connues que par leurs fonctions 
primes, il reste encore a remonter de ces fonctions aux fonctions 
primitives, ce qui peut etre souvent fort difficile et meme impossible. 

Cependant, si Ton connaissait la quantite P, on en pourrait deduire 
toutes les autres par les simples fonctions derivees; ear la compa- 
raison des valeurs de £r donne 

et Ton a trouve f [x — xz) = P'; done, substituant, on aura 



d'oii Ton tire 



On a ensuite 



et Ton a trouve 



done 



d'ou Ton tire 



P = 2P'H-a;Q, 



Q = ^r{x—xz) -hxR, 



zf'{x — xz) = Q'; 



Q = ^Q'-h^«R; 



R = 



_Q-T^Q' 



On trouvera de meme 



SR— 7-zR 



et ainsi de suite. 
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Si Ton fait P = gp, Q = z^q^ R = zV, etc., on aura 

^ = — —J r = 2., s =^ — 5-7 etc.; 

^ X IX Zx 

et la fonction fe deviendra , en remettant i a la place de xz , 

fo = f (a: — i) -^ ip 

= f (x — ^') + ^f (^ — H~ ^^q 

= {{pc—i)^ ii' [x — /) -h - r (a* — /) + i'r 
etc. 

Ainsi, connaissant le premier reste ip^ on pourra connaitre tons 
les autres Testes i^q^ i^r, etc., par les simples fonctions derivees 

relatives a z = -; et si Ton prend simplement les fonctions derivees 

relativement a i^ on aura 

q = — /?, r = — ^5 ,v = — -, etc. 

Par exemple, en faisant £r = - comme dans le n° 4, on aura 
f (.r — i) = _ . ? et prenant les fonctions derivees par rapport a x. 



on aura 



r (jj — ^') = — 7 — Tt» f '^ i^ — ^) ^= 7 — ^ ' etc- ; 

^ ^ (X — l)' ^ ^ (X — l)^ 



or on trouve 

fx — {(x — 

/, = ) — '= 



x(x 1) ' 



de la, en prenant les fonctions derivees par rapport a i, on tirera 
tout de suite 

^ ^ x(x — ly 2 x(jc — i)' 

Done, si Ton fait ces substitutions dans les expressions de ix, et 
qu'on y mette ensuite x -h i a la place de a:, on aura 



J* 



j:+i X x(x-+-«) X X* x^(x-\-i) 

comme dans le numero cite. 
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Soit encore £r = \x ; on aura 



i{x — i) = \x — /, 
et, prenant les fonctions derivees par rapport a .r, 

i' Ix — i) = .1 — , iUx — i) = ^ -, etc. 

Ici Ton aura 

sfx — sjx — i I 



P = 



sfx -^ six — i 



\J 



et de la, en prenant les fonctions derivees relatives a /', 



<i = 



1 v/x — i . (v^ -I- ^x — i)* 
I 



8(a: — i/.(v/x+v^^=ri)* 4(^ — • (v^^+ V^^ — ')' 



i/o: + 3 Jx — i 

- — ; ' > etc. 



■.\8 



8(x — z)' .(y/i 4-^^37?) 

Par ces substitutions dans les e:ipressions de fr, on aura, en mettant 
X -h /* a la place de x^ 



y .r -h / = \x H- . — p = \/^ H — i 



v/j:-|-z + sjx ^sfx ^slx{slx + i+ sfxf 



2 ^ 8j: v^x %xs[x ( vGc+7 + v^x)' 



i I* i» 



2V^x Sx^x iSx^^x 

comme dans le meme numero cite. 

37. On pent aussi tirer directement de la formule du n** 5, 

{{x-+' i) = fa:4-iP, 

la loi de la serie et I'expression des restes, en prenant alternativement 
les fonctions derivees par rapport a a? et t ; nous marquerons ces der- 
nieres par un trait place en bas. 
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On a d'abord, par les fonctions derivees relatives a «r, 

ensuite, par les fonctions derivees relatives a /, 

car il est visible que, relativement a j, la derivee de f{x-j- i) est la 
meme que relativement a x. On aura done 

rx -4- /P'= P -h /P,; 
d'ou Ton tire 

P = r:rH- i(P'— P,). 

Faisons Q = P' — P,; on aura, en substituant la valeur de P, 

f{x -h i) = £r -f- ifx -h i^Q. 

Prenons de nouveau les fonctions derivees par rapport a x et par 
rapport a i, on aura 

et 

r {x + i) = rx H- 2iQ + i^Q,; 
done 

r^^ + /Q'=2Q-^£Q„ 
d'ou 

Done, si Ton fait R == ^ ^S on aura, en substituant. 



2 

I 



' Off 



f (j? -h /) = £r -h i^'x H f'^J? H- i'R. 

On trouvera de meme, en faisant S = ~ ' > 



^ Off ^ y ' cm 



f ix H- z) = fo -f- i^x + - fa; H- -^ P.r H- z*S , 

2 2*3 

et ainsi de suite. 



I 






k 
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Si Ton fait, par exemple, £r = - > ce qui doraie 

■A' 

J\X+» xj X{X+l) 



on aura 



p'= I \ I , p = L_ 

x*(x + i) x(x+iy ' xfx4- 



X* (x + i) ^ x(x+iy ' ' '"" x(x +»•)* ' 
done 

0= '. • 

^ x*(x-|-i)' 

ensuite, 

fy____? L__ O— __L_ 

^ ~ x*{x+i) x'(ar+i)»' ^'~ x'(x-+-i)' 



et de la 



On trouvera de meme 



R=: I 



x^(x+ iy 



et ainsi de suite, ce qui redonnera la serie deja trouvee. 

Mais, pour notre objet , il importe moins de connaitre les restes 
exacts de la serie developpee jusqu'a un terme quelconque, que 
d' avoir des limites de ces restes pour pouvoir apprecier Terreur que 

^ ,. . Ton peut commettre en ne tenant compte que de quelques-uns des 

;5F- premiers termes. 



[ ^ Reprenons la formule 



58. Pour cela, nous allons etablir ce lemme general : 
Si une fonction prime de j:, telle que fa:, est toujours positive 
pour toutes les valeurs de oo, depuis x = a jusqu'a x = bj b etant 
> a, la difference des fonctions primitives qui repondent a ces deux 
valeurs de x^ savoir, ib — f«, sera necessairement une quantite 
positive. 



i{x -h i) = £r -h I'P, 

dans laquelle P est une fonction de x et i^ qui , en feisant r = o , 
devient To? (n*** 5, 8); il est evident que, si i'x est une quantite posi- 
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live, la valeur de P sera necessairement positive depuis i=^ o jusqu'a 
une certaine valeur de i^ que Ton pourra prendre aussi petite que 
Ton voudra. Done, lorsque la valeur de la fonction prime i'x est 
positive, on pourra toujours prendre pour i une quantite positive et 
assez petite pour que la quantite f (x H- /) — fir soit necessairement 
positive. 

Mettons successivement a la place de x les quantites a, a -^ i^ 
a -h 2«, a -+- 3/, etc. , a -h «i, il en resultera que Ton pent prendre / 
positif et assez petit pour que toutes les quantites f (a -h i) — fa, 
({a H- 2^) — f (a -f- i) , f (a -f- 3i ) — i{a H- ^i) , jusqu'a f [a + (« + 1 )i\ 
— f(aH-m), soient necessairement positives, si les quantites fa, 
r(a -I- ^), f'(a H- 2t), etc., jusqu'a f'(a -h m) le sont. Done, aussi 
dans ce cas, la somme des premieres quantites, c'est-a-dire la quan- 
tite f [a H-(n -h i) «] — fa, sera positive. 

Faisons maintenant a -f- (n -h i) t" = t, on aura 

b — a 

1= ——J 
/i-H I 

et Ton en conclura que la quantite (b — fa sera necessairement 
positive, si toutes les quantites f^ajT (a -] — X" )' f' (<^ -+- ^T )' 

^(^ ""^ — ,r" )^ ^*^' jusqu'a r ( a -h ^ .1? )^ ^^"^^ positives en 
prenant n aussi grand que Ton voudra. 

Done, a plus forte raison, la quantite fb — fa sera positive, si Tu 
est toujours une quantite positive, en donnant a .r toutes les va- 
leurs possibles, depuis x = a jusqu'a x = by puisque, parmi ces 

valeurs, se trouveront necessairement les valeurs a, an — ^^^, 

2(i — a) ^ . n(b — a) . • j i» 

an- > etc., a H — ^ -y en prenant n aussi grand que 1 on 

voudra. 

59. A I'aide de ce lemme, on pent trouver des limites en plus 
et en moins de toute fonction primitive dont on connait la fonction 
prime. 

Soit la fonction primitive Fz dont la fonction prime F'z soit ex- 

3* ^d. ' 9 
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primee par z*^, Z etant une fonction donnee de z. Soient M la plus 
grande, et N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeiirs de z 
comprises entre les quantites a et ^, en regardant ccmime plus grandes 
ies negatives moindres, et comme moindres les negatives plus grandes, 
ce qui est eonforme a la marche du calcul, puisque, par exemple, 
— I > — a, — 5 > — 7, et de meme — a < — i , et ainsi des 
autres. Done les quantites M — Z et Z — N seront tou jours posi- 
tives depuis z = a jusqu'a z = by et il en sera de meme des quan- 
tites z'"(M — Z) et z"'(Z— N). 

Done, I**, si Ton fait fz=z"'{M. — Z), on aura par le lemme pre- 
cedent 

fb — fa > o; 

or, z'^Z etant F'z, sa fonction primitive sera Fz, et comme M est une 

quantite constante, la fonction primitive de Mz'" est ; done on 

aura 

et faisant successivement z = a et z = ^, T equation (b — fa > o 
donnera 

— Fb h Fa > o; 

m+i m-l-i ^ ' 

d'oii Ton tire 

Fb<Fa + ^(^^'—-n 

m+i 

2**. Si Ton feit f'z = z^ (Z — N), on aura aussi 

fb — fa >o, 

et Ton trouvera, comme ci-dessus, 



fe = Fz — 



m+i » 



(lone, faisant successivement z = a et z = i, Tequation fb — f a > o 
rionnera 

tb -J Jban r~-> o; 
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d'oii Ton tire 

Fb > Fa + ^(^""--'""). 

Appliquons ces resuitats aux quantites P, Q, R, etc., du n'' 35. 
Comme ces quantites sont regardees comme des fonctions de z, 
nous supposerons d'abord P = Fz, et par consequent 

done, puisqu'on a suppose F'z=:z*'Z, prenant m = o, on aura 

Faisons maintenant a = o et & = i , la condition de la fonction P, 
qui doit etre nuUe lorsque z = o, donnera Fa =: o, et alors Fb sera 
la valeur de P repondant a z = i . 

Done, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de 
f\x — xz), relativement a toutes les valeurs de z, depuis z = o 
jusqu a z = i , on aura 

Fb <M et > N. 

Par consequent, M et N seront les deux limites de la quantite P, en 
y faisant z == i . 

Supposons, en second lieu, Q = Fz, on aura 

Q' = F'z=zr(a^ — ^z); 

done, £aiisant m := i , on aura 

z = r{x — xz), 

Soit pareillement a = o et ^ = i , on aura aussi, par la condition de 
la fonction Q, qui doit etre nulle lorsque z est nul, 

Fa = o, 

et alors Fb sera ^gale a la valeur de Q repondant a z = i . 

Done, si Mf et N^ sont la plus grande et la plus petite valeur 
de f" {x — xz) pour toutes les valeurs de z, depuis z = o jusqu 'a 
z = I , on aura 

Fb<^ et >^, 

a 2 
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M N 

de sorte que — ^ et — seront les limites de la valeur Q lorsque z y est 

egal a i. 

Supposons', en troisieme lieu, R=Fj3, on aura 

done, faisant m = '2^ a = o, 6=i,on trouvera de la meme ma- 
niere que si M, et N^ sont la plus grande et la plus petite valeur 

de - f ''' [x — xz) , en donnant a z toutes les valeurs depuis zero 

jusqu'a Funite, on aura -—^et -^pour les limites de la valeur de la 

quantite R, lorsqu'on y fait z = i ; et ainsi de suite. 

Maintenant il est clair qu'en donnant a z, dans une fonction de 
x{i — z), toutes les valeurs depuis z = o jusqu'a z = i, les va- 
leurs que recevra cette fonction seront les m^mes que celles que 
recevrait une pareille fonction de w, en donnant successivement 
a u toutes les valeurs depuis w = o jusqu'a u = x; car, faisant 
X {i — z) =Uy z = o donne w = x, z = i donne w = o, etles valeurs 
intermediaires de z donneront des valeurs de u intermediaires entre 
celles-ci. D'oii il est aise de conclure que les quantites M et N seront 
la plus grande et la plus petite valeur de f'w, relativement a toutes 
les valeurs de w, depuis u = o jusqu'a u = x; et que, par conse- 
quent, toute valeur intermediaire entre M et N pourra etre exprimee 
par f'w, en donnant a u une valeur intermediaire entre o et .r. 
Done la valeur de la quantite P relative a z = i pourra etre expri- 
mee par f'w, u etant une quantite entre o etx. On en conckira de 
meme que la valeur de Q repondant a z = i pourra etre exprimee 

par -TV/, en donnant a u une valeur intermediaire entre o et x. Et 

Ton en conclura pareillement que la valeur de R relative a z = i 

pourra etre exprimee par — ^ f "'w , en prenant pour u une quantite 

entre o et j:; et ainsi de suite. 

40. D'ou resulte enfin ce theoreme nouveau et reniarquable par 
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sa simplicite et sa generalite, qu'en designant par u iine quantite 
inconnue, mais renfermee entre les limites o et a:, on peut deve- 
lopper successivement toute fonction de x et d'autres quantites 
quelconques suiyant les puissances de a?, de cette maniere, 



fir 




f-ha^fw 












fH-a;f' H- 


2 


{"u 








f-hxf + 


a 


r + 


a;' 
2.3 



a 2.CJ 

etc., 

les quantites f, f, f, etc., etant les valeurs de la fonction {x et 
de ses derivees f'j;, f'o?, etc., lorsqu*on y fait a? = o. 

Ainsi, pour le developpement de f (z -+- a?), suivant les puissances 
de .c, on aura 

f=fe, f=rz, f''=f'z, etc., 

oil Ton remarquera que les quantites f'z, f'z, etc., sont egalement 
les fonctions primes, secondes, etc., de fz, ce qui est evident, car 
il est visible que f (z -h ^), i" (z -f- ^), etc., sont egalement les 
fonctions primes, secondes, etc., de f(z -I- .r), soit qu'on les prenne 
relativement a x o\\ relativement a z, puisque Taugmentation de zH-.r 
est la meme en changeant a: en a; -h «, ou z en z + i. 

Prenant done f'z, Vz^ etc., pour les fonctions derivees de fz, on 

aura 

f(z H- x) = f z H- xi' (z + u) 



= fz +arf z -+- - fz H- ^ r'{z H- u) 
etc., 

oil u desigiie une quantite inconnue, mais renfermee entre les limites 
o et .r. 

En changeant z en j? et x en i^ on aura le developpement de 
f(.r H- /) suivant les puissances de z, et Ton voit que dans ce 
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developpement la serie infinie, a partir d'un terme quelconque, est 
toujours egale a la valeur de ce premier terme, en y mettant 
x-^j a la place de x^ j etant une quantite entre o et i\ que, par con- 
sequent, la plus grande et la plus petite valeur de ce terme, relati- 
vement a toutes les valeurs dey , depuis o jusqu'a i^ seront les limites 
de la valeur du reste de la serie continuee a Tinfini. 

Si Ton fait fz = jz"*, on aura le developpement du binome (z -+- x^^ 
et Ton en conclura que la somme de tons les termes, a partir d'un 
terme quelconque 

m(m— x)...(w— w-H) ^^„^ 



1. 2. ..71 

sera renfermee entre ces .limites 



1. 2. ..71 
et 



w(m— i)...(m— /t+i) ^ - ''of 



m(m — i)...(m— 7i+i) , ^ x)"'-''x''' 

1.2. ..W ^ ^ ' ' 



car il est evident que la plus grande et la plus petite valeur de 
(r -4- ?/)'"'"" seront (z -+- a?)'""" et z^"". 

La perfection des methodes d* approximation dans lesquelles on 
emploie les series depend non-seulement de la convergence des 
series, mais encore de ce que Ton puisse estimer Terreur qui resulte 
des termes que Ton neglige; et a cet egard on pent dire que presque 
toutes les methodes d'approximation dont on fait usage dans la 
solution des problemes geometriques et mecaniques sont encore tres- 
impar&ites. Le theoreme pr^edent pourra servir, dans beaucoup 
d'occasions, a donner a ces methodes la perfection qui leur manque, et 
sans laquelle il est sou vent dangereux de les employer. 

On trouve dans la neuvieme lecon du Calcul des Fonctions une 
methode plus simple d'avoir les limites du developpement d'une 
fonction, avec de nouvelles remarques surce sujet. Voyez aussi un 
Memoire de M. Ampere, dans le tome VI du Journal de t locale 
Polytechnique. 
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CHAPITRE SEPTIfiME. 



Des equations dSrwees et de leur usage dans I'anafyse pour la 
transjbrmation des fonctions. Thiorie generate de ces Equations 
et des constantes arbitr aires qui y entrent. 



41. Jusqu'a present nous n'avons considere ]es fonctions derivees 
que comme pouvant servir a la formation des series; mais ces fonc- 
tions, considerees en elles-memes, offirent un nouveau systeme d'ope- 
rations algebriques, et foumissent des transformations qui sont d'un 
usage immense dans toute I'analyse. 

Nous avons deja vu {if 17) que si Ton a une equation quelconque 
en X et j*, ou simplement en x^ laquelle doive avoir lieu quelle que 
soit la valeur de Xy les equations derivees que Ton obtiendra en pre- 
nant les fonctions derivees de chaque terme de la proposee auront 
lieu aussi. Chacune de ces equations , et meme une combinaison 
quelconque de ces equations, pourra done tenir lieu de I'equation 
primitive, et Ton obtiendra sou vent par ce moyen des equations 
subsidiaires plus simples ou plus faciles a resoudre que les equations 
principales. 

Nous avons nomme equations primes, secondes, etc., les equa- 
tions derivees que Ton obtient en prenant les fonctions primes, se- 
condes, etc., de tons les termes de Tequation primitive donnee; 
mais nous nommerons, en general, equations derivees du premier 
or drey du second ordre, etc. , les equations que Ton pourra former par 
une combinaison quelconque de I'equation primitive et de son equa- 
tion prime, ou de celles-ci et de I'equation seconde, et ainsi de suite. 
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Ainsi Tequation primitive contenant x et j, Inequation derivee 
du premier ordre contiendra oCj y ety' ^ T equation derivee du second 
contiendra x^ y^ y' et y''\ et ainsi du reste. 

42. Nous allons montrer, par quelques exemples, Tusage des 
equations derivees pour la transformation des fonctions. Et d'abord 
nous remarquerons que par la combinaison d'une fonction avec sa 
fonction prime, on pent &ire disparaitre un exposant quelconque. 

Soit r equation y = X'", X etant une fonction quelconque de .r, 
en prenant les fonctions primes, on aura (n^ 16) 

done, divisant cette equation par la precedente, on aura 






savoir, Xj' — ^X'j = o, 



equation derivee du premier ordre oil la puissance X*" ne se trouve 
plus, et qui, dans cet etat, est bien plus commode pour developper la 
valeur de j* en serie, par la methode usitee des coefficients indetermines . 
En effet, si Ton a, par exemple, 

X = a -t- 6^ + cx^ -H dx^ -f- . . . , 

et que Ton suppose 

J = A + Rr H- C^* H- Dj?' + . . . , 

on aura, en prenant les fonctions primes, 

X' = 6 -t- 1CX H- Sejfcr^ -h . . . , 
j' = B -t- aCo; -h 3Dar' 



done , substituant et reunissant les termes affectes de la meme puis- 
sance de 0?, on aura 

aB — mhh. -4- [aaC -h iB — m (2cA -f- h\S)\x 

-t- [3aD + 2M: + cB — m {^dk + 2cB -t- ^C)]a;' 
4- etc. = o. 
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equation qui devant etre identique, c'est-a-dire avoir lieu, quel que 
soit x^ pour que Texpression suppos^e de y soit vraie , donnera 
autant d'equations particulieres qu'il y a de difFerentes puissances 
de x^ et Ton tirera de ces equations, 



BmbK 
a 

^ a/7icA +(m — i) iB 
Li = : 7 

3mJA+(2m — i)cB+(m — a)iC 

■ r\ y 

oa 

etc- 

On aura ainsi successivement tons les coefficients B, C, D, etc., par 
des formules dont la loi est visible, et qu'on pourra, par consequent, 
continuer aussi loin qu'on voudra. 

Mais le premier coefficient A demeure indeterinine; il faut, pour le 
determiner, recourir a Tecjuation primitive/ = X*"; faisant a? = o, on 
a, d'un cote, X = a, et, de I'autre, y =A; done A = a"". 

43. On pent de meme, par les fonctions derivees, faire disparaitre 
les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus. 

En eflFet , si j^ = IX , on aura T^quation du premier ordre 
yX — X' = o; si J = e^, on aura celle-ci, j' — Xy = o; mais, 
.pour Mre disparaitre les sinus ou cosinus, il faudra aller a une equa- 
tion du second ordre. 

Soit done j = sin X , X etant toujours une fonction quelconque 
de 0?; en prenant les fonctions primes, on aura (n^ 14) 

j'= X'cosX, 

et, prenant de nouveau les fonctions primes, 

/' = X''cosX — X'^sinX; 

done, eliminant de ces trois equations sinX et cosX, on aura cette 
equation derivee du second ordre 

xy'-xy-hX"j=o, 

3««W. lo 
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J 
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oil ii n'y a plus de transcendantes; on trouvera la meme equation en 
faisant y = cos X. 

Si Ton fait ici pour X etj les memes substitutions que ci-dessus 
(n**42), et qu'apres avoir ordonne les termes suivant les puissances 
de a?, on egale a zero la somme de tous ceux qui se trouveront multi- 
plies par la meme puissance de Xj on aura autant d' equations particu- 
lieres qui serviront a determiner les coefficients indetermines de 
r expression supposee de y par les deux qui precedent. A I'egard des 
deux premiers, ils demeureront indetermines; mais il faudra les deter- 
miner de maniere que 1' equation primitive et T equation prime aient 
lieu en faisant a? = o. Or T equation j = sin X devientalors A = sin a, 
et I'equation /' = X' cosX devient B = 6 cos a. 

44. Non-seulement Tequation derivee du second ordre que nous 
venons de trouver pent servir a developper en serie la valeur de 
sin X ou cos X , elle pent servir aussi a trouver une autre transfor- 
mation de cette valeur au moyen des exponentielles. 

Supposons, en effet, y =l ^ ^ e etant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est I'unite (n® 12), et V une fonction indeterminee de x\ 
en prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

y = V'^v, y" = (y H- V'O^^, 

et ces valeurs etant substituees dans I'equation dont il s'agit, on aura, 
apres la division par la quantite e^ qui en multiplie tous les termes, 

X'(V''h- V'^) — X''V'+ X'' = o. 

J'observe que Ton peut satisfaire a cette equation en faisant 

V = mX', 

m etant un coefficient constant, ce qui donne V"= /nX"; car, sub- 
stituant ces valeurs, Tequation se reduit a 

(I -+-m^)X'» = o; 
done 

I -h m* = o et m = y/ — i . 
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Ainsi Ton aura 

v' = xVir7; 

et de la, en remontant a Tequation primitive, 

a etant une constante arbitraire; done 

en faisant e" = A pour plus de simplicite. 
On aura done 

et comme le radical y — i pent etre pris egalement en plus et en 
moins, on aura egalement 

B etant une autre constante arbitraire; en eflFet, il est aise de voir que 
chacune de ces deux valeurs satis&it a Tequation 

xy^-xyH-xv=o; 

et Ton voitaussi facilement que leur somme y satisfait encore, parce 
queles quantites /, /', y'' n'y sontque sous la forme lineaire. De 
sorte que Ton aura, en general, 

A et B etant de nouveau deux coefficients indetermines comme ci- 
dessus. 

Gette expression de / convient egalement a sin X et a cos X; la 
difference consiste dans les constantes A et B qui doivent se determiner 
par la comparaison des valeurs de j et y' pour une valeur quelconque 
de X. Ainsi, jpuisque sin X doit devenir nul lorsque X = o par la 
nature des sinus, il faudra que Ton ait 

A H- B = o; 

10. 
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de plus, y etant egal aX'cosX, et T expression precedente de j 
donnant j' = X' {Ae^^^ — B^-^v^) y/— i , on aura 



cos 



X = (A^^^^ — Bc-^v^-0 V^^; 



faisant X = o, on salt que cos X = i ; done (A — B) y — i = i . 
Ges deux equations donnent 

A = -4= et B = — 



V— I 2^ 1 

done enfin 

sinX = j= 

ay — I 

On trouvera de la meme maniere 



cosX = 

expressions connues, et que nous avions deja trouvees par une autre 
voie (n«22). 

45. Dans les exemples precedents, nous avons cherche Tequation 
derivee, et nous avons ensuite determine par cette equation la valeur 
de la fonction primitive f. Cette derniere operation est, comme Ton 
voit, rinverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive 
aux fonctions derivees; elle pent toujours s'executer par le moyen des 
series, en employant, comme nous Tavons fait, une serie avec des 
coefficients indetermines, et faisant des equations separees des termes 
afiectes de chaque puissance de a?. De cette maniere, on determine les 
coefficients les uns par les autres, et Ton a souvent I'avantage d'aper- 
cevoir la loi generale qui regne entre ces coefficients. 

Mais on pent aussi trouver immediatement chaque coefficient par 
la methode des n*^ 55 et suivants; car il n'y a qu'a chercher successi- 
vement les valeurs des fonctions derivees, et si Ton designe par ( j), 
( j'), (j'O* ^*^-» ^^ valeurs de j, j', j'^ etc., lorsque x = o, on 
a, en general, 

j=(j)-4.^(/)H-^(/) 



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE SEPTli:ME. 77 

Cette formule a I'avantage de faire voir pourquoi il reste des 
coefficients indetermines, comme nous Tavons trouve ci-dessus. 
En efFet, si Ton veut determiner la valeur de y par une equation de- 

rivee du premier ordre, cette equation donnera la valeur de/' en a? et i 

/, et de la on trouvera une equation du second ordre en j'', j', j, a*, ' 

une equation du troisieme en j"', j'', j', y^ x, et ainsi de suite; de 
sorte qu^en substituant successivement dans ces equations les valeurs 
de y\y" t etc,, donnees par les equations precedentes, on aura en 
derniere analyse y\ y" ^ j'", etc., exprimes en x et /. Done, faisant 
j: = o, on aura (j'), ( j''), {y'")t cte-j exprimes en ( j) qui demeu- 
rera indetermine. 

De mSme, si Ton ne fidt dependre la determination de/ que d*une 
equation derivee du second ordre en a?, /, /' et j'', on en tirera 
successivement une equation tierce entre x^ y^ y\y"^y"'j et ainsi de 

suite; et par des substitutions successives, on aura en derniere analyse i 

/'^j y"' ^ cte., donnes en a?, j, /'; de sorte qu'en faisant a? = o, on 
aura les valeurs de ( j'^), {y'")^ (jT*^)? ^*^'> exprimees en {y) et ( j'), 
ces deux quantites demeurant indeterminees; et ainsi de suite. 

Ainsi, lorsqu'on part d'une equation derivee du premier ordre, ii 
reste une indeterminee [y) ; lorsqu'on part d'une equation du second 
ordre, il reste deux indeterminees ( j) et (j'), et ainsi de suite; et Ton 
voit que ces indeterminees sont constantes, puisque ce sont les valeiu^s 
<J^ J> y\ y" J ctc-> lorsque a? = o. 

46. Quoique la conclusion precedente soit fondee sur la theorie 
des series, il n'est pas difficile de se convaincre qu'elle doit avoir lieu 
generalement, quelle que soit Texpression de j, puisque Ton peut 
toujours regarder une expression en serie comme le developpement 
d'une expression finie. Mais, comme c'est la une propriete caracteris- 
tique des equations deriv^es entre deux variables, il est important de 
Tetablir sur la nature meme de ces equations. 

Gonsiderons done, en general, 1' equation a deux variables 
F (j?, j) = o, et designons simplement par F {x, y)' == o son equation 
prime, par F {x^y)" = o Tequation seconde, et ainsi de suite, en 



78 THEORIE DES FONCTIONS. 

regardant x ety comme variables a la fois. Soient a, bj Cj etc., des 
constantes quelconques contenues dans la fonction F(a:, j), ces 
constantes serontles memes dans les fonctions derivees; ainsi, puis- 
que les equations F (^, j) = o et F (^, j)' = o ont lieu en meme 
temps, on pourra en eliminer une constante a, et Fequation resultante 
sera une equation du premier ordre entre a?, y et y^ qui renfermera 
une constante de moins que Fequation primitive, et qui aura, par 
consequent, lieu en meme temps que oelle-ci. De meme les trois 
equations F (a?, j) = o, F (a:, j)' = o, F (a:, /)''= o, ayant lieu a la 
fois, on pourra en eliminer deux constantes a, i, et Fequation resul- 
tante sera une equation du second ordre entre Xy y, y' etjr'\ qui 
renfermera deux constantes de moins que Fequation primitive, et qpi 
aura lieu en meme temps qu'elle; et ainsi de suite. 

Done, puisque dans les equations a deux variables une equation 
du premier ordre pent renfermer une constante de moins que Fequa- 
tion primitive, une equation du second ordre pent renfermer deux 
constantes de moins que Fequation primitive, et ainsi de suite, il 
s'ensuit reciproquement que Fequation primitive doit contenir une 
constante de plus que Fequation derivee du premier ordre, deux 
constantes de plus que Fequation derivee du second ordre, et ainsi 
de suite, constantes qui seront, par consequent, arbitraires; et il est 
visible en meme temps qu'elles ne sauraient en contenir da vantage, 
puisqu'on ne pourraitpas les faire disparaitre toutes par le moyen des 
equations derivees. 

Done, si Fon n'a pour la determination d'une fonction qu'une equa- 
tion du premier ordre, ou du second, ou etc., Fequation primitive, 
prise dans toute sa generalite, devra contenir une constante arbitraire, 
ou deux, etc., suivant Fordre de Fequation donnee, et I'on deter- 
mines ces constantes par des valeurs particulieres donnees de la fonc- 
tion ou de ses derivees. 

Si done on trouve d'une maniere quelconque une equation en x 
et/qui satisfasse a une equation donnee d'un ordre quelconque, et 
qui renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unites dans 
Findice de cet ordre, on en conclura que cette equation sera Fequation 
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primitive de I'equation donnee, et pourra, dans tous les cas, etre 
employee a la place de celle-ci . 

47. Au lieu d'eliminer a la fois les deux constantes a et b des trois 
equations F (a;, j) = o, F (a?, j)' = o, F (a;, yY = o, on pent n'eli- 
miner d'abord que la constante b on a des deux premieres; on aura 
ainsi deux equations du premier ordre, dont Tune ne renfermera que 
la constante a, et I'autre la constante b. Si maintenant on elimine de 
chacune de ces equations la constante a on b par le moyen de son 
equation prime, on aura deux equations du second ordre sans a m b^ 
qui devront coincider avec Tequation resultante de Telimination 
simultanee de ces constantes par le moyen des trois equations 
F(a?, jr) = Oj F (a?, j)'=:o, F (a:, j/^=o, parce que la valeur de y\ 
que ces equations du second ordre donneront, et qui sera exprimee 
en Xy y et j', sans a ni ^, ne pent qu'etre la meme, de quelque 
maniere qu'elle soit deduite de I'equation primitive. 

D'oii Ton peut conclure qu'une equation du second ordre peut 
etre derivee de deux equations diflferentes du premier ordre, renfer- 
mant chacune ime constante arbitraire de plus. 

Et Ton prouvera de la meme maniere qu'une equation du troi- 
sieme ordre pourra etre derivee de trois equations difFerentes du 
second ordre, renfermant chacune une constante arbitraire; et ainsi 
de suite. 

£n meme temps on voit que, si pour ime equation donnee du second 
ordre, on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune a 
cette equation, et qui renferment chacune une constante arbitraire a 
ou ^, on en pourra deduire immediatement I'equation primitive; car 
il suffira de chasser de ces equations la quantite y^ et Ton aura une 
equation en a? et/, avec deux constantes arbitraires a et 6. 

II en sera de meme pour les equations du troisieme ordre ; car si 
Ton trouve trois equations du second ordre qui satisfassent chacune 
a une equation du troisieme ordre, et qui aient en meme temps les 
constantes arbitraires a^b^ c^ on aura, en eliminant y' et y'\ une 
equation en x^y et a, fc, c, qui sera, par consequent! Tequation pri- 
mitive de I'equation donnee ; et ainsi de suite. 
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48. Mais si pour une equation du second ordre on en trouve deux 
du premier ordre qui y satisfassent, et dont une seule renferme une 
constante arbitraire, alors en eliminant j*', on aura une equation en x 
et J, qui ne renfermera qu'une constante arbitraire, et qui ne sera pas 
Inequation primitive complete de la proposee du second ordre; mais 
cette equation satisfera egalement aux deux du premier ordre, puis- 
qu'elle satisfait a celle du second ordre, qui est Egalement derivee de 
ces deux-ci; done elle pourra etre regardee comme 1' equation primi- 
tive complete de Tequation du premier ordre qui ne renferme point 
de constante arbitraire. D'oii je conclus qu'etant proposee une equa- 
tion du premier ordre en a?, y et/', si Ton en d^duit d'une maniere 
quelconque une equation du second, soit en eliminant une constante 
ou non, et qu'ensuite on trouve une autre equation primitive du pre- 
mier ordre, avec une constante arbitraire a, on aura, par I'elimina- 
tion de j' entre celle-ci et la proposee, une equation en x et y 
qui contiendra la constante arbitraire a, et qui sera, par consequent, 
r equation primitive complete de la proposee. 

On prouvera de la meme maniere que, si de la proposee du premier 
ordre on deduit une equation du troisieme ordre, et qu'ensuite on 
trouve pour celle-ci une equation primitive du second, avec une 
constante arbitraire dans laquelle la proposee ne soit pas renfermee, 
il n'y aura qu'a eliminer les/'' et j' au moyen de la proposee, et 
Ton aura une equation en ^ et j qui renfermera une constante arbi- 
traire, et qui sera, par consequent, I'equation primitive complete de 
la proposee; et ainsi de suite. 

On pent appliquer le meme raisonnement aux equations des ordres 
superieurs au premier, et en tirer des conclusions semblables. 

Le sujet de ce chapitre est traite avec plus de detail dans les lecons 
X , XI et XII du Calcul des Fonctions, oil le lecteur trouvera une 
analyse complete des sections angulaires. 
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CHAPITRE HUlTlfiME. 

Oil ton examine les cas simples dans lesquels on peut parser des 
fonctions ou des equations d^ri^^es du premier ordre auxjbnctions 
ou aux equations primitii^es . Des equations lineaires des differ ents 
ordres, et de celles que Von peut rendre lineaires. 



49. Une equation du premier ordre en a?, j et y' etant donnee, 
sil'on peut, par des operations quelconques, la ramener a la forme 
f (j?, j)' = o, oil f(a:, ff designe la fonction prime d'une fonction de 
x^ y-j marquee par f (^, j), on aura sur-le-champ T equation primitive 

dans laquelle a sera la constante arbitraire. 

Par exemple, 1' equation j'=o donne sur-le-champ j = a; T equa- 
tion ay' — ^= o, ^tant divisee par a:', se reduit a K \ = o; j'en- 

tends par ('^ ) la fonction prime de la quantite ^ renfermee entre les 

deux crochets; d'oii Ton tire -^^ = a, ou bien, en divisant la m^me 
equation par ocy^ elle devient 

y ^ ' 

dans laquelle les variables x^ y ne sont plus melees; prenant done 
la fonction primitive de chaque term6, on aura 

\y — la? = la, 

3« <«. II 
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la caracteristique I indiquant les logarithmes hyperboliques ; d'oii Ton 
tire -^ = a, comme plus haut. 

En general, si Ton pent reduire T equation a la forme 

fx -h/'Fj = o, 

oil les variables sont separees, il n'y aura qu'a prendre les fonctions 
primitives de £r et de /'Fj, et faire la somme egale a une constante 
arbitraire a; et la meme chose aura lieu si Ton pent ramener la pro- 
posee a cette forme par une substitution quelconque. 
Soit, par exemple, ime equation de la forme 



J 



'=<^> 



je fais ^ =z u; done y = xu^ y' = xu^ 4- u\ et I'equation devicnt, 

par ces substitutions, 

xu' -^ u = fw, 

laquelle pent se mettre sous la forme 

I u 

X U f M ' 

qui est comprise dans la precedente . 

Si Ton avait Tequation j ^= xfy\ au lieu de la reduire a la forme 
precedente, j*en prendrais les fonctions primes, ce qui me donnerait 

equation reductible a la forme 

et qui, en faisant j' = w, rentre encore dans le cas precedent. Ayant 
trouve ainsi une equation primitive entre x et u avec une constante 
arbitraire, c'est-a-dire entre x et y\ on chassera /' par le moyen de 
la proposee, et Ton aura une equation entre x et j avec la constante 
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arbitraire, laquelle sera, par consequent, Teqiiation primitive com- 
plete de la proposee. Cette demiere methode est, comme Ton voit, 
une application de la theorie du chapitre precedent. 

50. De cette maniere, on ramene, comme Ton voit, la recherche 
des fonctions primitives de deux variables a celle des fonctions pri- 
mitives d'une seule variable; mais comme Ton n'y parvient ordinaire- 
ment qu'en employant pour x ety d'autres variables, comme tetu, 
c'est-a-dire en substituant pour x et f des fonctions donnees de t 
et Uj il faut observer, a I'egard de ces substitutions, que u devenant 
fonction de t en vertu de 1' equation qui a lieu entre x et j^ ces deux 
variables devront etre aussi regardees comme fonctions de t. Done, 
ayant suppose j = for, on aura, en regardant maintenant x et y 
comme fonctions de t, y' = x'i^x (n**16); mais, lorsqu'on regarde j 
simplement comme fonction de a?, on a j' = f'o?, comme nous Tavons 
fait jusqu'ici ; done, pour passer de cette hypothese a celle oil x eXy 

sont fonctions de ^, il faut mettre a la place de j' la quantite ^• 

Ainsi, ayant a transformer Tequation j' = F (or, j), on commen- 
cera par la changer en y' =l x'Y [x^ j), ensuite on y substituera 
pour a?, /, x\ y' leurs valeurs en ty u et w', oil u' sera la fonction 
prime de u regarde comme fonction de t. 

Dememe, puisque j" est la fonction prime de y' regarde comme 

fonction de a:, il faudra substituer pour y' la quantite ^ — ^, c'est-a- 
dire ^, — •^-75- ; et ainsi de suite. 

X X 

Done, si dans une equation, au lieu de regarder j comme fonction 
de Xy Ton voulait reciproquement regarder x comme fonction de j, 
alors la fonction prime de/ deviendrait Funit^, et Ton y substituerait 

simplement — pour /', ft pour j'''; et ainsi de suite. 

UC X 

51. Hy a, au reste, une maniere generale de trouver T Equation 

primitive d'une equation derivee d'un ordre quelconque ; elle con- 

II. 



I 
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siste a rendre le premier membre de Tequation, dont le second est 
zero, une fonction derivee exacte par le moyen d'un multiplicateur. 
On trouvera dans la le^on XIII du Calcul des Fonctions une de- 
monstration de Texistence de ce multiplicateur, dans toutes les equa- 
tions derivees; mais la recherche en est le plus souventtres-difficile, 
ce qui rend cette methode plus curieuse qu'utile. 

52. Quant a la maniere de trouver les fonctions primitives des 
fonctions d'une seule variable, comme de Fa; ou de x^Fy^ on sait que 
si Fa; est une fonction rationnelle de a:, on pent toujours la decom- 
poser en diflFerents termes de la forme af^ ou , .,^ , m etant un 

nombre entier positif, et a -h bx un facteur du denominateur de la 
fonction, si elle en a un. Ainsi la fonction primitive de Fx sera composee 



d'autant de termes de la forme — -- et ^^-7 — ^^-r- j ou la; si m = — i , 

et ^^ , ^^ si m = I ; et il en sera de meme de la fonction primitive 

de/F7(n^52). 

Si Fa; contient des quantites irrationnelles, on les fera disparaitre 
par des substitutions, ce qui n'est possible en general, par les methodes 

connues, que pour les radicaux de la forme \a -h bx -\- cx^ . Quand 
il y a dans Fa; des radicaux plus compliques, ou meme quand il y a 
plus d'un radical de cette forme, la recherche de la fonction primitive 
devient impossible, en general, par les methodes connues; et Ton ne 
pent Tobtenir que par le moyen des series, soit en faisant disparaitre 
les radicaux par leur resolution en serie, soit en employant la methode 
generale pour le developpement en serie de toute fonction de x (n® 55) . 
Pour cela , on supposera fa; = Fa; ; de la on aura 

{"x=F'x, {"^x^F"x, etc. 

Done la valeur de fa?, fonction primitive de Fa?, sera representee 
ainsi , 

fa; = f -H a;F -h - F' + ^F'', etc., 
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les quantites f, F, F', etc., etant les valeurs de fa?, Fa?, F'o:, etc., 
lorsque a? = o, oil Ton voit que f sera une constante indeterminee. 

55. Si , pour une equation proposee d'un ordre quelconque, on 
parvient a trouver une equation d'un ordre inferieur qui ne renferme 
point de constantes arbitraires, ou qui n'en renferme pas autant qu'il 
peut y en avoir, alors cette equation ne pourra pas etre regardee 
comme une equation primitive complete, mais elle ne sera qu'un cas 
particulier de cette equation, dans lequel on aurait donne aux con- 
stantes arbitraires des valeurs particulieres. 

Mais il y a un cas tres-etendu, dans lequel il sufBtd^avoir plusieurs 
valeurs particulieres de j en a? pour pouvoir en obtenir la valeur 
complete; c'est celui ou Tequation d'un ordre quelconque ne ren- 
ferme les /, /', j'', etc. , que sous la forme lineaire. 

Soit, en efFet, proposee F equation 

Aj-hBx' + Gr''-+-D/''H- ... =o, 

dans laquelle A, B, C, etc., sont des fonctions donnees de x seul. 
Soient/7, ^, r, etc., des fdnctions differentes de a?, qui, etant substi- 
tuees pour j, satisfassent chacune en particulier a cette equation , je 
dis que Ton aura, en general, 

y z=z ap -h i^r + cr -h . . . , 

a, ^, c, etc., etant des constantes arbitraires, ce qui est evident; 
car cette expression de y etant substituee dans la meme equation, y 
satisfera independamment des constantes. D'oii il suit que si le nombre 
des valeurs particulieres p\ q^ r, etc., est egal a celui de Tordre de 
Tequation proposee, c'est-k-dire a Tindice de la fonction derivee la plus 
elevee, on aura Texpression complete de j. L'analyse du n° 44 
fournit un exemple de cette methode. 

Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur complete de 
J, qui satisfera a Tequation 

X etant aussi une fonction quelconque de x. 
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Comme cette metliode est une des plus utiles dans ce genre d' ana- 
lyse, je crois devoir Texposer ici en peu de mots. 

54. Supposons que T equation proposee soit du troisieme ordre, 
on verra aisement que la methode est generale pour un ordre quel- 
eonque. Soit done T equation 

AjH-B/-hCr"+7«' = X, 

et soient /?, ^, r trois valeurs differentes et particulieres de / et j?, 
qui satisfassent a T equation 

Aj H- B/ + Or'' -h j"' = o; 

en sorte que Ton ait 

A/7 -h B/ -f- G/' -^p"' = o, 
kq -f- B^' -h Cq' + /' = o, 

Ar -f- Br' H- Cr" + r'" = o. 



Supposons y = ap -h bq -h CFj et regardons a, b, c comme trois 
fonctions inconnues de x qu'il s'agira de determiner; en prenantles 
fonctions primes, secondes et tierces de j, on aura d'abord 

X' = cp^ -+- bq' -{- cr' -^ pa' -+- qb' -I- re' . 

Je suppose /^a' -f- qb' + cr' = o, j'aurai simplement 

y' = ap' -f- bq' -+- cr'. 

De la, en prenant de nouveau les fonctions primes, j'aurai 

y' = ap" -h bq" + cr" + a'p' 4- b'q' -h c'r', 

Je suppose derechef a'/?' -f- b'q' -h cV = o, j'aurai simplement 

y^ = ap"^bq"-hcr"; 

d'oii je tire, en prenant encore les fonctions primes, 

y -=. ap -i- oq -4-cr -^ a p ^ o q -^ c r , 
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Je substitue maintenant les valeurs de j, j', y" et y"' dans Fequation 
proposee, il est visible que par la nature des quantites /?, ^r, r, les 
termes qui contiendront a, 6, c se detruiront, et il ne restera que 
Tequation 

ap -h u q -\' c r = A, 

qui, etant combinee avee les deux equations supposees 

a'p -h b'q H- c'r = o, 
a/? +6^5^ -her =o, 



servira a determiner les trois quantites a\V yc\ les quantites/?, q^ r 
et leurs fonctions primes et secondes etant connues, ainsi que la quan- 
tite X. 

Supposons done que Ton ait trouve a' = P, 6' = Q, c' = R, ees 
quantites P, Q, R etant des fonctions connues de x^ il n'y aura qu'a 
les regarder comme des fonctions primes et en chercher les fonctions 
primitives, qui contiendront chacune une constante arbitraire qui 
pourra lui etre ajoutee. On aura ainsi les valeurs des inconnues 
a, &, c, que Ton substituera ensuite dans Fexpression de j. 

55. Lorsque I'equation n'est que du premier ordre, on n'a besoin 
que d'une valeur /?, et Ton pent toujours la trouver, car on a alors 
Tequation Aj -j- jp' = o, a laquelle satisfait cette valeur /? = e""^, 
M etant la fonction primitive de A, de maniere que M' = A, et e 
denotant toujours le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Tunite; en effet, on aura, en prenant les fonctions primes, 

p'= —We-^=—kp. 

Pour les equations d'un ordre superieur au premier, il n'y a pas de 
methode generale pour trouver les valeurs de/?, gr, etc., a moins que 
les coefficients A, B, G, etc., ne soient constants. Mais, dans ce cas, 
il est aise de les trouver, car il n'y a qu'a supposer p = e"^, m etant 
une constante indeterminee; on^aura 

p' = me"^, p" = nee"^, etc. ; 
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done Tequation 



deviendra 

A -h Bm -+- Cm* -h Dm* -h . . . =z= o, 

laquelle sera, generalement parlant, d'un degre egal a Tordre de 
Tequation proposee. EUe aura done autant de raeines qu'il y a d'unites 
dans ee degre; et si Ton designe ees raeines par m, n^ ete. , on aura 



de sorte que, dans ee eas, la diffieulte est reduite a la resolution des 
equations . 

56. On pent sou vent rendre lineaires des equations qui ne le sont 
pas, par le moyen des substitutions; et comme eette transformation 
est toujours avantageuse, voici deux eas tres-etendus ou elle reussit : 

Le premier est celui de Tequation 

qui est plus generale que eelle que nous avons traitee ci-dessus 
{rP 54); j'en prends d'abordles fonctions primes, j'ai 

/ = a7'^fy+fy'-f./'Fy; 

je fais y' = z, et par consequent y" = z\ j'ai 



z = xz'vz -f- fz -4- z'F'z, 

equation du premier ordre en j? et z, oil z est cense fonction de x, 
Maintenant je regarde x comme une fonction de z; il fsiudra mettre 

— a la place de z' (n*" 50), et il viendra 1' equation 

xi'z -h (fz — z) a;' -h F'z = o, 

qui est, comme Ton voit, du premier ordre, et lin^aire en x. On 
pourra done, par la methode precedente, en trouver T equation pri-^ 
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mitive en oc et z; mais la proposee, par la substitution de z au lieu 
de y\ devient 

y = xfz H- Fz ; 

eliminant done z de ees deux equations, on aura une equation en x 
et 7, qui sera I'equation primitive de Fequation proposee. 

Le second cas est celui de Fequation 

/-hMr»H-N = o, . 

M et N etant des fonctions de oc . Ici je feis y = ^ , ce qui donne 






substituant ces valeurs et multipliant par Mz, I'equation devient 



■/ t 



2'^_*^+MNz = o, 

qui est, comme Ton voit, du second ordre, niais lineaire par rapport 

a z. 

Supposons que Ton ait trouve d'une maniere quelconque deux 
valeurs particulieres de j en a?, c'est-k-dire sans constante arbitraire, 

que nous denoterons par/? et q. Pour la valeur p^ on aura ^ = /?, 

d'oii Ton tire z = c^, en denotant par P la fonction primitive de/?M; 
on aura de meme pour la valeur q^ z = e^, Q etant la fonction 
primitive de q'M. Ayant ainsi deux valeurs particulieres de z, on aura 
la valeur complete (n° 55) 

z = ae^ ->f be^^ 

a et b etant deux constantes arbitraires; done, puisque >• = ^ et 
que P' = /?M, Q' = ^M, on aura cette valeur complete de j, 



y eu. 1^ 
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c'est-a-dire, en feisant - = c, 

p + cg^^ 

oil c est la constante arbitraire. 

Par exemple, si N= — mM, m etant une constante, il est aise de 

voir que Ton satisfera a la proposee en j, en &isant j = \m; et, a 
cause de I'ambiguite du radical, on aura 

p z= y m, q = — \m; 

done, nommant L la fonction primitive de M, on aura 

P = Lv/m, Q= — L\/m, 
et la valeur complete de jr sera 

i + ce-^^" 

Au reste, dans ce cas, Tequation proposee pent se mettre sous la 
forrae 

-^^- hM = o, 

ou les variables a? et j sont separees, et dont on pent trouver Tequa- 
tion primitive, comme nous I'avons montre plus haut. 

57. LorsqueTequationproposeen'estpaslineaireenj,/', j", etc., 
ou qu'elle n'est pas comprise sous la forme precedente, jeneconnais 
aucune methode generale pour completer les valeurs particulieres de 
y que Ton aurait trouvees; mais on y peut toujours parvenir par le 

moyen des series* 

Supposons, en effet, que pour une Equation du premier ordre en 
X, yet y'y la valeur complete de y soit f (^, a), a etant la constante 
arbitraire. En donnant a a une valeur particuliere A, la quantite f (.r, a) 
deviendra ime valeur particuliere dey, que nous nommerons pj et 
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que nous supposerons connue d'une maniere quelconque. Faisons 
maintenant a=^ h-h h et d^veloppons la fonction f (a?, A + /) en 
serie asoendante suivant \es puissances de £, le premier terme sera 
f(Xy h) =/?, etles autres termes seront de la forme qi-^ ri^ -t- ..., 
9, r, etc. , etant des fonctions de oc. Si Ton substitue cette expression 
de y dans Tequation donnee du premier ordre, il fiiudra qu'elle se 
verifie, independamment de la constante i qui doit demeurer arbitraire . 
Soit done j'= F (a;, j) 1' equation du premier ordre, a laquelle 
satisfidt la valeur particuliere j =/?; on aura, d'apres cette condition, 

p' = F{x,p). 

Substituons pour y la serie /? + igr H- t *r + . . . , et d^veloppons 
aussi la fonction F {x, y) en serie suivant les puissances de i; si Ton 
denote simplement par F'(j), F'^(j), etc., les fonctions primes, 
secondes, etc., de F(a;, j) prises relatiyement a y seul^ et que Ton 
fiisse, pour abreger, o = igr -+- /*r 4- . . . , on aura, par la theorie ex- 
posee plus haut sur le developpement des fonctions. 



v{x,y) = ¥{x,p) + or{p)^''-¥''{p) 



D'un autre cote on aura, en prenant les fonctions primes, 



/' = /?' -4- q'i -+- r'i^ -h . . . ; 



done, substituant ces valeurs dans I'equation y' = F(j?, j), et 
ordonnant les termes suivant les puissances de /, on aura, a cause de 

/=F(^,/»), 

iq' + Pr'-^...=iqr{p)^P[rr{p) ^^Y" {p)\ + ..., 

d'ou Ton tire, par la comparaison des termes affectes des memes 
puissances de 1, les equations suivantes : 

q'=:^q¥\p), r' = rF'(/>)+f^F"(/,), etc., 
qui serviront a determiner successivement toutesles inconnues ^r, r, etc. 



la. 
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Gommeles quantites F '(/?), F'^(/?), etc. , sont des fonctions don- 
nees de a?, ii est visible que I'on n'aura pour ces inconnues que des 
equations lineaires du premier ordre , susceptibles de la methode du 
n"* 55 ; il ne sera pas meme necessaire d'avoir les valeurs completes 
de ^, r, etc. 5 il suffira d'avoir des valeurs quelconques qui satisfassent 
a ces equations de condition. 

Ayant ainsi determine les valeurs des quantites ^, r, j, etc., on 
aura cette valeur complete de j, 

y =p + iq + t" V ■+- . . . , 

dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait a la valeur 
particuliere y =Lp, Cette valeur sera, a la verite, exprimee par ime 
serie, mais la convergence de cette serie ne dependra que de la valeur 
de la constante i. 

Cette methode est aussi applicable, avec Textension convenable, 
aux equations des ordres superieurs au premier; mais les equations 
que Ton trouvera pour la determination des fonctions inconnues 
seront du meme ordre, et, par consequent, Ton ne pourra trouver, 
en general , les valeurs de ces fonctions que dans le cas oii les coeffi- 
cients seront constants. 

Au reste, cette methode est le fondement des solutions des princi- 
paux problemes de la theorie des planetes. Comme les excentricites 
et les inclinaisons que Ton doit regarder comme des constantes arbi- 
traires sont fort petites, et que TefFet des attractions est aussi tres- 
petit, le cercle fournit d'abord des valeurs particulieres, et Ton 
complete ensuite ces valeurs par des series qui procedent suivant 
les puissances de ces constantes tres-petites. 
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CHAPITRE NEUVIfiME. 



Des valeurs singuUeres qui ne sont pas comprises dans les equa- 
tions primitii^es completes. Des Equations primitii>es singuUeres, 



58. La methode que nous venons d'exposer pour trouver Tecjua- 

tion primitive par le moyen des series est fondee sur la supposition 

que toute fonction F [x^ y) de deux variables Xy j, puisse toujours, 

par la substitution de p ■+- qi -{- ri'^ -\- . . . , a la place de j, se deve- 

lopper en une serie ascendante, suivant les puissances entieres de i: 

mais, comme cette serie resulte du developpement d'une fonction de 

J -f- o, en faisant o == gr^' + r/* -h . . . , et donnant a y une valeur 

particuliere /?, il s'ensuit de la theorie que nous avons donnee dans 

le chapitre V, que ce developpement pourrait contenir des puissances 

fractionnaires ou negatives de o, auquel cas la serie dont il s'agit con- 

tiendrait necessairement de pareilles puissances de i. Alors la serie qui 

doit representer la valeur de y pourra ne plus avoir la meme forme ; 

mais comme j = f (,r, a) , et que Ton suppose a = h-hietp = f (r, h) , 

le premier terme sera toujours /?, et le second pourra encore etre 

suppose de la forme qi; car, s'il etait de la forme qi"y n etant un ex- 

I 

posant quelconque, il n*y aurait qu'a substituer i" a la place de i^ et 

supposer que a devienne h -f- /", ce qui est indifferent, puisque Ton 
regarde i comme une constante arbitraire ; mais les termes suivants 
pourront etre de la forme ri"* -h si" -h . . . , oil m devra etre > i , 
n^ m, etc., par hypothese. 
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Substituant done, dans F (a:, j), pour j, la s^rie 



p -^ qi -h ri'^ -f- si" -h 



et developpant suivant les puissances ascendantes de ij on aura une 
serie de cette forme 



•A* AX •" 



F {x, p) + Pr ■+- Qi 

JUL etant different de Tunite, v > /utj etc., et P, Q etant des fonctions 
donnees de x. Done Tequation y = F (a?, j) deviendra, par ces sub- 
stitutions, 

laquelle devra se verifier independamment de la valeur de i. 

Done, si ^ > i , on pourra faire gr' = o, m = ft et r' = P, en- 
suite /^ = V, j' = Q, etc. Ainsi, on aura d'abord q egal a une con- 
stante, ou plus simplement 9=1; ensuite, comme P ne depend que 
de q et de Xj on trouvera la valeur de r en prenant la fonetion primi- 
tive de P; et ainsi de suite. 

59. Mais si /« < i , alors il sera impossible de satis£dre a Tequa- 
tion, de maniere que i demeure une constante arbitraire, et Ton devra 
en conelure que la valeur partieuliere/7, ne pouvant pas ctre completee 
ainsi, ne saurait 6tre eontenue dans I'expression generate f (a?, a) qui 
represente la valeur complete de y. 

Maintenant il est visible que quel que puisse etre le premier terme Pi 
du developpement de F (^, j) par la substitution dep + qi -f- ri'"-+- . . . , 
a la place de j, il ne pent venir que des termes p -f- qiy de sorte qu'il 
sera le meme que si Ton substituait simplement/? -h qi a la place de/. 
Done le developpement de F (a?, y) par la substitution de /> -h o a la 

place de J sera F{Xyp) -i h . . . ; done, puisque la serie resultante 

de ce developpement contient tm terme affecte de o , oil /u est > o 
et < I , il s'ensuit de la theorie donnee au n^ 29, que la fonetion prime 
F' (j) devra de venir infinie, lorsque y=p. 
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De la on tire cette conclusion, que la valeur particuliere/? ne pourra 
s etre contenue dans Texpression complete de /, si cette valeur 

nd la fonction F7 r) infinie, c'est-a-dire la fonction ^,, . nuUe. 



Reciproquement done, I'equation p,. . = o donnera toutes les 

valeurs de y, qui, pouvant satisfaire a Tequation j' = F (a?, j) 
comme valeurs particulieres, ne seront pas renfermees dans la valeur 
complete. On pourra appeler ces valeurs, valeurs singulieres, pour 
les distinguer des autres ; et, en general. Ton pourra appeler Equation 
primUwe singuUere, toute equation en j? et j qui satisfera a une equa- 
tion du premier ordre entre oc^ y t\.y\ ou a une equation d'un ordre 
superieur, et qui ne sera pas comprise dans I'equation primitive com- 
plete, c'est-a-dire qui ne sera pas un cas particulier de cette equation. 

60. Nous venons de voir qu'il y a ime espece d'equations qui 
peuvent satisfaire a des equations d'un ordre superieur, et qui ne 
satisfont pas aux equations d'ou celles-ci peuvent etre derivees, parce 
qu'elles ne sont pas renfermees dans les equations completes d'un 
ordre inferieur a celles-ci. Ces equations ne forment pas une excep- 
tion a la theorie generale exposee plus haut (n^ 46) ; mais elles resul- 
tent d'une consideration particuliere dans la maniere dont les equations 
d'un ordre superieur sont derivees par I'elimination des constantes. 
En ^et, on y a vu que les deux equations F (a?, j) = o et F (a?, /)'= o 
domient^ par Telimination d'une constante a, une equation derivee 
du premier ordre entre x^y ^y'^ dont F(j7, j) = o sera I'equation 
primitive. 

Or il est evident que le resultat de cette elimination serait le meme 
si la quantite a, au lieu d'etre constante, etait une fonction quelcon- 
que de or; mais, dans ce cas, la fonction prime de F {x^y) ne serait 
phis simplement F {Xyy)\ elle contiendrait de plus une partie pro- 
venant de la variation de a; et si Ton designe par F' (a) la fonction 
prime de F (a?, j), prise relativement a la variable a, on aura a'F\a) 
pour la partie dont il s'agit, a' etant la fonction prime de a regarde 
comme fonction de x. 
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Aiiisi, dans le cas oil a serait fonction de a?, F equation prime de 
F (a;, j).= o serait F (j?, y)' n- a'F' (a) = o; done, pour qu'elle se 
reduise a F (a:, j)' = o, comme dans le cas de a constant, il faudra 
que Ton ait F'(a) =0, equation qui servira a determiner la valeur 
de a, et qui n'est autre chose, comme Ton voit, que Tequation prime 
de r equation primitive, prise relativement a a. D'oii il s'ensuit que 
si Ton substitue cette valeur de a dans Tequation primitive F(j?, j)=o, 
on aura une equation en x et j, qui satisfera egalement a I'equation 
du premier ordre, et qui ne sera pas renfermee dans Tequation pri- 
mitive oil a est la constante arbitraire- 

On pourra appliquer la meme theorie aux equations des ordres 
superieurs, et en deduire des conclusions semblables. 

61. Pour voir maintenant si T equation qui resulte de cette consi- 
deration est la meme que I'equation primitive singuliere, deduite de 
I'analyse precedente, supposons, comme plus haut (n^ 58), que 
r equation du premier ordre soit reduite a la forme j' = F (x, j), et 
que son equation primitive complete soit j = f (a?, a), a etant la 
constante arbitraire. Pout en deduire Tequation primitive oil a est 
variable, on prendra I'equation prime relativement a a seul; et si Ton 
designe par (p (j?, a) la fonction prime de f (^, a), prise relativement 
a a, on aura (p [x^ a) =f= o; d'oii Ton tirera a, que Ton substituera 
dans f (.r, a), et Ton aura une valeur particuliere de y^ qui satisfera 
aussi a la proposee du premier ordre. Nous appellerons/? cette valeur 
particuliere, comme dans le numero cite. 

Maintenant, puisque la valeur complete f (a:, a) de jdoit satisfaire a 
Tequation j'= F [x^ y) , quelle que soit la constante a, il s'ensuit qu'en 
faisant la substitution ^ I'equation resultante f'(^, a)= F[j?, f(tr, a)] 
devra avoir lieu, quelle que soit la valeur de a. Par consequent, son 
equation prime, prise relativement a a regarde comme seule variable, 
devra avoir lieu aussi, quelle que soit la valeur de a (n** 17). 

Puisque ^(a:, a) est la fonction prime de f(a:, a), prise relative- 
ment a a:, la fonction prime de celle-ci, prise relativement a a, sera 
done la fonction seconde de f (x, a), prise d'abord relativement a x^ 



I 
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et ensuite relativement a a, laquelle est la meme chose, comme nous 
le demontrerons plusbas, que la fonction seconde de f{x, a), prise 
d'abord relativement a a, et ensuite relativement a x. Ainsi, ayant 
designe par ^ (,r, a) la fonction prime de F {x, a) par rapport a a, 
on aura (p' {x^ a) pour la fonction prime de f'(^, a), prise egalement 
par rapport a a, les traits appliques aux caracteristiques f et <p ne se 
rapportant qu'a la variable x. 

A regard de la fonction F [xj({Xy a) J, comme elle resulte de la 
substitution de f (a?, a) a la place de jr dans F(^, x)> ^ fonction prime, 
relativement a a, sera exprimee par F^{ j) . ^ [x, a) (n"* 16), 
puisque ilous avons designe par F'(/) la fonction prime de F (^,.r) 
relativement a j; et par (p (a?, a) la fonction prime de f (;r, a) ou j, re- 
lativement a a. 

f 

Done I'equation prime de Tequation f^{x,a) =F(j?, j), prise 
relativement a a, sera 

(p'{x,a) =F'(j) . (p{x,a); 
d'oii Ton tire 

^^ ' (f(Xya) 

Or nous venons de trouver que, pour avoir la valeur particu- 
liere/?, il faut substituer dans {{x^ a) la valeur de a, tiree de T equa- 
tion (p {Xy a) = o. Denotons par X cette valeur de a, qui sera une 
fonction de ;r, la fonction ^ {x, a) aura cette forme 

(p {x, a) = Y (X — a)'", 

rn etant > o, et V etant une fonction de Xy qui ne deviendra ni nulle 
ni infinie lorsque a = X ; on tirera de la 

(p' {x, a) = V (X — a)'"+ mVX'(X — a)'^-\ 
Done on aura 

Mais J devient /? lorsqpe a = X; done F'(j) deviendra infini 
3* erf. • 1 3 
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lorsque y-ssip^ comme dans le cas du n^ S9* Ainsi les deux methodea 
des n"^ 58 et 60 conduisent aux memes resultats, et donnent les 
memes valeurs singulieres; mais la seconde a Tavantage d'etre plus 
directe et de donner la vraie metaphysique de cette espece de paradoxe. 

62. Supposons, pour donner un exemple, que T equation primitive 
soit 

x^ — %ay — a^ — ^^ = o; 

en prenant les fonctions primes, on aura I'equation prime 

X — aj' = o; 

eliminant a par le moyen de Tequation primitive, on aura Tequation 
du premier ordre 

dont celle-la sera I'equation primitive complete, a etant la constante 
arbitraire. 

Maintenant, si Ton prend la fonction prime de la meme equation 
x^ — lay — a^ — 6* = o, relativement a la quantite a regardee 
comme une fonction de j;, on aura 

— 2(j-ha)a'=o, 
ce qui donne 

j-l-a=o, a = — j; 

et, substituant cette valeur dans la meme equation primitive, on aura 

x^ -\' y^ — 6* = o. 

Cette equation satisfera, par consequent, aussi a la meme equation 
du premier ordre, ce qui est aise a verifier ; car elle donne 

f^ =^^ — ^* et yy' = — x, 

valeurs qui, etant substitutes dans la quantite 



\ 
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la rendent identiquement nuUe. Ce sera done 1' equation primitive 
singuliere. 

En effet, suivant la theorie du n"" 61, on aura, dans le cas present, 

done, en prenant les fonetions primes relativement aj seul, ontrou- 
vera 

F7 r) = ^ , 

quantite qui devient infinie, comme Ton voit, par la supposition de 
y=p = \Jb'-x\ 

65. Supposons maintenant que Ton ait Tequation du premier ordre 
y^ Fr, et que la fonetion Fj de j soit telle, qu'elle devienne nulle 
lorsque y est egal a une eonstante donnee b ; il est visible que cette 
valeur de/ satisfera a T equation; ear y = b donne aussi j' = o. On 
demande si cette valeur de y est une valeur particuliere comprise dans 
la valeur complete, ou bien si ce n'est qu'une valeur singuliere. On 
prendra la fonetion prime de Fj, et si F'y devient infini lorsque 
y = 6, la valeur b ne sera qu'une valeur singuliere, sinon elle sera 
une valeur particuliere. 

Soit Fr = K ( J — &)'", wetant > o et K une eonstante, on aura 



Fy = mK{y-b) 



m — t 



quantite qui devient infinie lorsque m < i ; done la valeur y = b 
sera une valeur singuliere , si m > o et < i , et une simple valeur 
particuliere, si m = ou > i . En efFet, Tequation y' = K ( j — 6)'" 
etant divisee par (y — 6)'" et mise sous la forme 



(j_^,)-y_K = o, 



■ • • 



a pour equation primitive 



m 

1 3. 
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a etant la constante arbitraire ; d'ou Ton tire 



J = 6 H- [(m — i) (a + Kx)]"-"", 



TO 



Done, pour que Ton ait j =7>, il faudra que la quantite (a -f- Ka?) ' 

devienne nulle. Or, si m > o et < i , Texposant -— — sera positif ; 

par consequent, il sera impossible de donner a a une valeur qui 
fasse evanouir la quantite dont il s'agit. Mais si m > i , alorsi'expo- 



sant -^~~ devenant negatif , la quantite (a -h Y^x) ' *" deviendra nulle 
lorsque a sera infinie; car, faisant a = - ? cette quantite deviendra 



^m-i 



laquelle devient zero lorsque c = o. 

La meme chose a lieu lorsque /t? = i ; alors I'^quation primitive 
contient des logarithmes ou des exponentielles, car on a 

j' = K(j-*), 
et, divisant par y — 6, 



y 



— K = o. 



y—b 

dont r equation primitive est 

\i^yr^b)—Kx = \a, 
d'oii Ton tire 

y = b -\- ae^'j 

€ etant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1' unite, et a la 
constante arbitraire. Ici il est evident qu'en faisant a egal a zero, on 
aura y := b. 

Supposons encore Fj = y Y, Y etant une fonction de y qui 
devienne nulle lorsque j = b^ on aura 
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done, puisque Y devient nul lorsque / = b^ si Y' ne devient pas 
nul en meme temps, F'r deviendra alors infini, et la valeur y = b 
ne sera qu'une valeur singuliere. Done, pour que eette valeur soit 
une simple valeur partieuliere , il faudra que Y^ devienne nul en meme 
temps que Y, en faisant j = i. 

Cette theorie des equations primitives singulieres est presentee 
d'une maniere plus generale, et avee de nouveaux details, dans les 
leconsXiV, XV, XVI et XVII sur le Calculdes FonctionSy auxquelles 
nous renvoyons les leeteurs qui desireraient approfondir davantage 
ee point d'analyse. 
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CHAPITRE DIXIfiME. 



De I'ernploi desforwtiom derweesdans l' analyse y etdela determination 
des constantes arbitraires. Application a la sommation des suites 
et a la resolution des Equations du troisieme degre. 



64. Par les principes que nous venons d'etablir a Tegard des con- 
stantes arbitraires, on voit que ces constantes forment la liaison entre 
les equations primitives et les equations derivees : celles-ci sont par 
elles-memes plus generales que les equations d'oii elles derivent, a 
raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu ; 
elles equivalent proprement a toutes les equations primitives qui ne 
difFereraient entre elles que par les valeurs de ces constantes. 

On pent done toujours passer d'une equation regardee comme pri- 
mitive, aune de ses derivees d'un ordre quelconque, et reciproque- 
ment, reyenir de celle-ci a celle-la, pourvu que cette demiere ope- 
ration introduise toujours des constantes arbitraires, et que Ton ait 
soin de determiner ces constantes d'une maniere conforme a Tequa- 
tion primitive , comme nous en avons deja donne des exemples 
(n"*' 49 et suivants). Avec cette attention, on pourra employer dans 
Tanalyse les operations relatives aux fonctions, comme on y emploie 
les operations ordinaires de Talgebre. 

Ainsi, ayant une equation en a? et j, on pourra immediatement 
en deduire des equations derivees d'un ordre quelconque ; mais, pour 
revenir de celles-ci a une equation en x et y, il faudra tenir compte 
des constantes arbitraires, et les determiner de maniere que les valeurs 
de r et de ses derivees jr\ y" ^ etc. , soient les memes pour une valeur 
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doimee de x^ comme ^ = o, que celles qui resultent de 1' equation 
donnee. 

Si I'equation proposee n'etait que du premier ordre en x, j, y, 
alors cette equation ne pouvant fournir que les valeurs dey\y'\ etc. , 
en j: et j)^, ces valeurs, pour a? = o, contiendraient la valeur indeter- 
minee de/; par consequent, les constantes arbitraires dependraient 
alors de cette valeur, qui serait elle-meme une constante arbitraire; 
de sorte que, dans ce cas, toutes les constantes arbitraires se redui- 
raient a une seule. EUes se reduiraient a deux, par la meme raison, 
si I'equation proposee etait du second ordre en .r, y, j' et y'^; et 
ainsi de suite. 

65. Pour faire mieux sentir I'esprit et Tusage de ces operations, 
nous allons les appliquer encore a quelques exemples qui serviront 
en meme temps d'exercice de calcul. 

Soit proposee la serie 

dont on demande la somme. 

Supposons-la egale a j, en sorte que Ton ait une Equation en x et 
J ; je multiplie cette equation par x"'* , ce qui donne 

Je prends les fonctions primes de tous les termes, j'ai 



J V-^ + {n— 1)7^?"-*= (n—i) ^""^ + /wo?"-^ ^ ^(^H-U ^> 



m(m+i)(m+a) ^i,-Hi 



ou Ton Yoit qu'il a disparu un facteur du denominateur de chaque 
terme. 

Je multiplie maintenant I'equation precedeiite par j?'"~", j'ai 
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celle-ci , 

m (m + i) (m -+- a) 



n (n+i) 



J?"*"*"* 



Je fais le premier membre egal a/?^ /?' etant la fonction prime de /?, 
et je prends Tequation primitive; j'ai 

^ m — I n n(^n + i) ' ^ 

Je n'ajoute point de constante arbitraire ici, parce qu'elle peut etre 
censee renfermee dans p. 

Maintenant, en comparant eette nouvelle serie avec la proposee 
que Ton a supposee egale a /, il est visible que Ton aura Tequation 



^ """"' ,m—i I ^n 



p = X -h ,x" r ; 

^ m — I *^ ^ 

prenant les fonctions primes, et substituant pour /?' sa valeur 
r'.x^'""* + (^ — i) jo?'"-^, on aura cette equation du premier ordre 
lineaire en j, 



m— 2 

7 



{n — i) a:'"-* H- jV" H- mx'"~\r = j'a;'"-' + (/i — i) jx* 
laquelle se reduit a cette forme, 

, n — 1 — mx n — i 

•^ x(i — x) '^ x{i — x) 

Cette equation etant susceptible de la methode du n** 55, on pourra 
done trouver la valeur j en a:, qui sera, par consequent, la somme 
de la serie proposee. Mais cette valeur devra contenir une constante 
arbitraire, que Ton determinera de maniere que y soit egal a i lorsque 
.r = o, comme il resulte de la serie donnee. 

Si la serie n'avait contenu que des facteurs simples , comme 



~ a? H -— X H — -*•• 



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE DIXIEME. Io5 

on eut trouve, par les memes operations, 

^ m — I 

Or on salt que 

1 + X H- o:^ -h . . . = — ^ ; 

I — x^ 

done on aurait, dans ee cas. 



^ m — I I — x' 



prenant les fonctions primes, et substituant la valeur dep\ on aurait 



m — 1 .v"* 



savoir, 

(n — i)^' n — I m x 

X X I — X (i — xy 

equation egalement lineaire du premier ordre. 

Gette methode s'applique a des series plus compliquees, et peut 
conduire a des equations lineaires d'un ordre superieur au premier. 
J'ai cru devoir au mdins I'indiquer, etant presque la seule methode 
generale pour la sommation des suites. 

66. Soit maintenant proposee I'equation 

dans laquelle on demande 1' expression de.o: en y. Cette expression 
peut s'obtenir par la formule connue pour la resolution des equations 
du troisieme degre. Voici comment on y peut parvenir par la theorie 
des fonctions. 

En prenant les fonctions primes et secondes, on aura 
y = A ->- aRr -+- 3j?% y" = aB H- 6j? ; 
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si done je forme la quantite 

J -h (m -+- nx)y' -^ {p -+- qx-^ rx^)y'', 

oil m, «, /?, y, r sont des coeflScients arbitraires, j'aurai un quatri- 
iiome qui contiendra les puissances x^ x^ el a?*, et je pourrai faire 
evanouir les termes multiplies par chacune de ces puissances; j'aurai 
ainsi une equation du second ordre de la forme 

y + {m-\- nx)y -h {p ■+■ qx -h rx^) y^ = C, 

oil C sera une quantite constante; et cette equation renfermera encore 
deux coefficients indetermines. 

Je pourrai done encore faire exi sorte qu'etant multipliee par aj^ 
elle ait une equation primitive; car. pour cela, il suffira de faire 
q =2= 2/n, r = n, et Tequation primitive sera 

/^ + (/? H- fimx + nx^)y^^ = aCj -h a, 

a etant une constante arbitraire que Ton determinera, comme nous 
I'avons dit, en supposant j? = o, et mettant pour y et y' leurs 
valeurs tirees de F equation proposee. Or elle donne, dans ce cas, 
J =ss= o, j' = A ; done, fiusant ces substitutions dans 1' Equation pre- 
ced^rite, ^Ue donnera/>A* = a. 

Ainsi on aura cette equation en j, du premier ordre, 

y^ ■+- {p -\- 2ma? -h nx^)y'^ = 2Gj-h/^A% 

oil X ne monte qu'au second degre ; circonstance sans laquelle on 
n'aurait rien gagne pour la determination de x en j. 

Mais avant d'aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions neces- 
saires pour que la quantite 7 -f- (m -h nx) y' -^{p -+- ^mx -f- nx^)r^\ 
apres la substitution des valeurs dey, y\ y^\ devienne egale a une 
constante C. Gette substitution donne la quantite 

Ax H- Bx^ H- 0?' H- (m H- Tio?) (A -+- aftr h- 3x^) 
{p -+- !^mx -+- nx^) (2B -h 6a?); 



developpant) ordonnant les termes suivant les puissances de x, et 
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egalant a C le terme sans «r, et les autres a zero, on aura 

mA H- 2/?B = C, (i -f- n) A + 6mB 4- 6p = o, 
(i -H ^n)B + i5m = 0, 1+9/^=0, 

d'ou Ton tire 

I B B*— 4A , ^ 2B«— 9AB 

n = , m = , p = et G= — 

9 27 ^ 27 27 

Retenons, pour plus de simplicite, les quantites p et G, et substi- 
tuons celles de m et n dans Tequation ci-dessus, elle deviendra, en 
tirant la valeurde j', 



/ _ 3 s/pA' + aOr — y 



/ aB 

y 9P — Y^ — 



II &ut maintenant en deduire 1' equation primitive en ^ et j; mais, 
pour eviter les imaginaires, on doit distinguer deux cas, Tun oil les 
radicaux sont reels, I'autre oil ils sont imaginaires: car, puisque toute 
valeur reelle de x donne pour f ety des valeurs reelles , il est visible 
que les deux radicaux de Tecpation precedente seront reels ou ima- 
ginaires ensemble. 

Supposons done, en premier lieu, que \pA^-\- aCj — j^ soit une 
quantite reelle, il faudra done que pA^ -+- G* > (j — G)*; par 
consequent, on pourra supposer 



7 — G = y^A* + G^. sin z, 
ee qui donnera 

^pA^ -+- 2G/ — 7' = v/M" -^G'- ^^^' 
et prenant les fonctions primes. 



y = V^A^ ■+■ G^z'cosz, 

substituant ces valeurs dans 1' equation precedente, elle deviendra, en 
divisant par 3, 

14. 
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dont r equation primitive peut 6tre mise sous la forme 



^^l=v 



gP + f'sin^jH-a). 



A etant une constante arbitraire qu'il faudra determiner, en sorte que 
X = o donne j = o, conformement a la proposee. Soit a la valeur 
de z lorsque J = o, on aura done les deux equations 



— G=v//?A'-hC^sina, 
et 



= \/9/^ + f-^(5+*) 



par lesquelles on determinera d'abord a, ensuite ct. Apres quoi on 
determinera z par T equation 



smz = 



et Ton aura 



^ = - 1 + V9P+f -sin (5 -^ «) 



Et comme au meme sinus de z repond aussi Tangle Zy augmente d'une 
ou de deux circonferences, on aura les trois valeurs de j:, en prenant 
pour z ces trois valeurs z, zH-c, z-|-2c, c denotant la circonference 
du cercle. 

C'est le cas que Ton appelle irreductible, et oil les trois racines 
sont reelles. 

Supposons, en second lieu, que le radical ^A^ + aCj — f^ soit 
imaginaire, il n'y aura qu'a multiplier le numerateur et le denomina- 

teur de Texpression de j' par y — 1 , et Ton aura 



y^ = 3v/-pA«-2Cr "+r' 



quantite toute reelle. 

Ici j' observe que si Ton fait 



X 



Y = - C H- J + v/I.7a^"2C7+ ?, 
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et que ron prenne les fonctions primes, en regardant toujours y 
comme fonction de jr, on aura 

X' = X( — 9/? -f-yo: H- j:M S 
r =/Y(-/7A^-2Gr+7^)-^; 
de sorte Ton pourra reduire T equation precedente a cette forme 

dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et { 1 Y . On 
aura done cette equation primitive 

1X = {1Y + 1^^, 

h etant une constante arbitraire; et passant des logarithmes aux 
nombres, on aura 

X = 6v^. 
Pour determiner i, on fera de nouveau ^ = oetjy' = o. Or, X de- 
vientTT -h V — 9P> 6^ Y devient — G H- y — P^^ \ done on aura 

V^-C + v^-pA' 

Maintenant, ayant la valeur de X en a;, il est aise d'en tirer x\ car 
en carrant F equation 






on en deduira sur-le-champ 



_(X-iB)l+9P. 
aX 



X = ^ , 



par consequent, en mettant pour X la valeur trouvee en 7, savoir 
iy Y, on aura 

aBv'Y 
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Cette expression ne peut donner, comme Ton voit, qu'une seule 
valeur reelle de x; c'est le cas oil Tequation a deux racines imaginaires. 
Si Ton fait B = o, les fonnules que Ton vient de trouver dans les 
deux cas se simplifient beaucoup, et se reduisent aux fonnules con- 
nues pour la resolution des equations du troisieme degre, privees du 
second terme ; mais nous ne nous arreterons pas davantage sur ce 
probleme, qui appartient proprement a Talg^bre, et que nous n'avons 
traite ici qu'en passant, et pour montrer, par differentes applications , 
la maniere d' employer Talgorithme des fonctions. 
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CHAPITRE ONZIfiME. 



Oil ton donne t Equation primitwe ctune equation du premier ordre, 
dans laqueUe les sforiables sont sipariesy mais oil ton ne peut 
point obtenir directement les fonctions primitufes de chacundes deux 
membres. ProprUt6s remarquables de ces fonctions primitives . 



67. Prenons pour dernier exemple Tequation du premier ordre 



en la divisant par le radical en /, on aurait une equation oil les va- 
riables X et y seraient s^parees ; mais il serait impossible d' obtenir 
ainsi 1' equation primitive, parce que les deux membres ne sont point 
reductibles en particulier a des fonctions primes. 

Voici neanmoins comment on peut y parvenir par le moyen des 
fonctions derivees. 

Je suppose d'abord que x el y soient fonctions d'une autre va- 
riable^, il &udra, pour cela, substituer "^ a la place de j^ {xf 50); 

x' el y seront alors les fonctions primes de x eljr^ regardees comme 
fonctions de ^. En supposant que x soit une fonction quelconque de t^ 
Tequation donnera ppur y une fonction determinee de t ; ainsi je puis 
supposer que x soit une telle fonction de t, que Ton ait Tequation 

x' = v/A-H Rr H- Cx^ -hDa;» -+- Ex*; 
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r equation precedente, oil Ton a mis -^ pour/', donnera pareillement 



j' = v/A -h Bj -f- Gj* -f- Dr' -I- Ej*. 

Que Ton fasse disparaitre les radicaux dans ces deux equations, 
qu'ensuite I'on prenne les fonctions primes, on aura, apres avoir 
divise Tune par a?', Tautre par j', 

2.x'' = B + aCx + 3Da?' + ^Ex\ 
%y" = B + 2Gj + 3Dr* -h 4Ey*. 

Faisons x -^ y =^p^ x — y =i q^ ce qui donne 

2 -^ a ' 

les deux equations precedentes, ajoutees et retranchees, donneront 
/' = BH-CpH-^(/;' -h 9») + ?(/>» + 3p5r«), 

De plus, comme p'q' = a?'* — j'^, si Ton substitue les valeurs de x' 
et de j', tiroes des premieres equations, on aura 

p'q'=.^^q,q-^^{ip-q^q*)^hp*q+pq*). 



Maintenant je fais cette combinaison : 

qp"-p'q' = \q*-^^pq'; 

multipliant les deux membres par -^ ? ils deviennent les fonctions 

primes de ^ et de Dp -V- ^*, de sorte que j'aurai d'abord cette 
equation primitive du premier ordre 

P^=Dp^^'^a, 
oil a est une constante arbitraire. 



» 
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Pour la determiner, soil m la valeur Ae y lorsque a: = o, on aura 
dans ce cas, par les equations ci-dessus, 

' x' = v/a, j' = v/a + Bm -h Cm' + Dm« -+- Em* ; 

je feis cette demiere quantite egale a n^ pour abreger. 

Ainsi, puisque/?=a:-|-j, q=ix — j, yp' = ^'+j', q' ^=x' — y\ 
on aura, lorsque ^ = o, 

p=im^ (jr = — m, p' =i \K-\- n, g' = yA — /i. 

Faisant ces substitutions dans {'equation que l*on vient de trouver, on 
aura 



oil Ton voit que, puisque m est une quantite indeterminee, la con- 
stante a demeure aussi indeterminee ; mais les determinations prece- 
dentes seraient utiles si, par d'autres combinaisons, on trouvait de 

j nou velles equations primitives avec des constantes arbitraires . 

i Nous avons done I'equation 

, p' = q^a-\-J)p-\- Ep\ 

qui, quoique du premier ordre, pent neanmoins donner tout de suite 

I'equation primitive en a? et j de la proposee, puisque la valeur de/?', 

; qui est x^ -i^y, est deja eonnue en a: et j. En effet, substituant les 

valeurs de/?, q et/?', on aura 



s/A-^-Bx-hCx^ '\'Dx' + Ex' -\- y/A -h Bj -f- Cj*4- Dj' + Ej* 

= (^ — 7)v/a-4-D {X'hy)-hE{x-hr)% 

oil a est la constante arbitraire. 

Cette equation en a; et / est, comme Ton voit, sous une forme assez 
simple, et la methode par laquelle nous y sommes parvenus est fort 
remarquable ; mais cette equation n'est pas la seule que Ton puisse 
obtenir par les formules que nous venons de trouver. 

En effet, si Ton substitue la valeur precedente de /?' dans Tequa- 
3«««. 1 5 
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tion trouvee plus haul, qui donne la valeur 6ep'q\ on en tirara 



' v/a -f- D;i -H Ep* 

Ici remettant pour/? et q leurs valeurs x -{- y el x — /, et pour q' sa 
valeur 



on aura une nouvelle equation en x et javec la eonstante arbitrairea, 
qui sera egalement T equation primitive de la proposee, mais qui ne 
sera qu'une transformee de Tequation prccedente. 

68. L' equation du premier ordre dont nous venons de trquver 
{'equation primitive pent toujours, par des transformations conve- 
nables, se reduire a la forme 



/ v^ A -+- B cos z 

z —— .. ... > 

y A -f- B cos u 

z etant ici une fonction de u. Comme cette equation, traitee directe- 
ment de la meme maniere, est susceptible d^une analyse beaucoup plus 
simple et plus elegante, j'ai cruqu'on ne serait pas fach^ de la trouver 
ici. 
On regardera a et z comme fonctions d'une autre variable t ; et 

apres avoir substitue, en consequence, — a la place de z' (n** 50), on 
fera ces deux equations separees. 



u' = yjh. + B cos u^ z' = y/A n- B cos z ; 

apres les avoir carries, on en prendra les fonctions primes, on aura, 
en divisantVune par u^ et I'autre par z\ ces deux^i du second ordre: 

aw*' s= — Bsin w, 2z'' i= — ^ B sin z. 

Soient maintenantz + u^=^iipj z — u=^^q\ les deux equations prece- 
dentes, ajoutees et retranchees, deviendront, par les theoremesconnus, 

a/?'^ =s — Bsin/?cos^^ %q^ ^ss: — B cos/? sin 9. 
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IJ est d'abord vi^le que, si Ton ajoute ces deux equations apres 
avoir multiplie la premiere par q' ^ et la seconde par /'^ Le premier 
membre deviendra la fonction prime de ^p'q\ et le second la fonction 
prime de — B sin/? sin q ; de sorte que Ton aura d'abord cette equa- 
tion primitive du premier ordre. 



%p q = — B sin/7 sin ^r -h a, 

a etant la constante arbitraire. 

Pour la determiner, supposons que w = o donne z=^m^ on aura 
done, dans ce cas. 



u' = V A H- B, z' == Y A -h B cosm, /? =;= ^ = ~, 

/'=-!-' 9 =-7-5 
done 

f t -«'' — m'* Bfcosm — i) 

^pi = — I — = -^^-1 — ■' 



sm/7 sm ^ = ( sm — I = - 



cosm 



2 



de sorte que Ton aura 



a = 2/? y' -h B sin/? sin ^ = o 



On aura done simplement T equation 



2/7 y = — B sin/7 sin q ; 

d'oii Ton pent conclure que cette equation primitive, ne renfermant 
point de constante arbitraire, doit etre comprise dans les equations 
du premier ordre en z et ^, d'oii nous sommes partis. En effet, ces 
equations donnent, en substituant les valeurs de/7 et ^, 

'^p'q' = = - (cos z — cos w) = — B sin /7 sin q. 

Divisons maintenant par cette equation du premier ordre les deux 

i5. 



^ 
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equations ci-dessus du second enpet q, on aura ces deux-ci 



p" cos (ji (f cosp 

;? y sin^ p q sinp 

dont la premiere etant multipliee par g^, et la seconde par/?', donne- 
ront ces equations primitives, 

Ip' = 1 sin ^r H- lo, Iq^ = 1 sinp H- Ift, 

ou bien, en passant des logarithmes aux nombres, 

p' z=^ a siny, q' =1 h sin/;, 

« et 6 etant des constantes arbitraires que Ton determinera par les 
memes suppositions que ci-dessus ; d'oii Ton aura 



\/A + B cos w -I- ^ A + B 

a = 



. m 
2sin — 

2 



, ^A + B cos m — ^A H- B 



m 
asin— 

2 



Les deux equations que Ton vient de trouver pourraient donner 
chacune une equation primitive en w et z pour la substitution des 
valeurs de/;, q^ p\q' \ on aurait ainsi 



y A -h B cos z -h V ^ "*" ® ^^* " = 2a sin 



z — u 
, 



y A H- B cos z — y A -4- B cos u =^ ib sm^ — ^• 

Comme les valeurs de a et b renferment Tindeterminee m, chacune 
de ces valeurs pourra etre regardee aussi comme indeterminee en par- 
ticulier: ainsi, dans chacune de ces equations a part, on pourra re- 
garder a on b comme constante arbitraire ; mais si Ton voulait faire 
une combinaison quelconque de ces equations, il faudrait employer 
les valeurs de a et i trouvees ci-dessus, et alors la quantite m serait 
la seule constante arbitraire . 
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Ces demieres equations etant compliquees de radicaux, il sera a 
propos de chercher encore une autre equation primitive d'apres les 
memes equations du premier ordre 

p' -=z a sin q^ q' z= b sin/? ; 

or, en divisant Tune par Tautre, on a 

p' a sxnq 

T' — X~"^ — ' 
q o sinp 

et 

bp' sinp = a^' sin y, 

d'oii i'on tire tout de suite Tequation primitive 

b cos/? = a cos ^ -h c, 

c etant une nouvelle constante arbitraire qu'il faudra determiner 
comme ci-dessus. Or, en faisant w = oetz = m, on a 

m 

done Tequation precedente donnera 

- - m 

vA-l- Bcos — 

c = lb — a) cos - = 

sin — 
2 

Substituant les valeurs de a, 6, c, ainsi que celles de /; = - 

et ^ = dans la meme equation, et &isant les reductions des 

sinus et cosinus, elle prendra cette forme tres-simple, 

z u . z . H J A + B cos m m 

cos- COS- -h sm - sm - - — , — = cos— : 

2 a 2 2 ^A-+-B 2' 

c'est r equation primitive de la proposee du premier ordre en w, r. 
et z\ et Tangle m en est la constante arbitraire. 



69. On pent regarder les angles - > - et — comme les trois cotes 
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d'un triangle spherique ; il est visible qu'alors, dans T equation pre- 
cedente, la quantite L-jt_^^ sera le cosinus de Tangle compris 

entre les cotes - et -> et, par consequent, oppose au cote -> par les 

formules connues de la trigonometrie spherique; c'est la valeur de z' 
lorsque w == o et z = m. Ainsi cet angle sera constant en meme temps 

que le cote ~ ? tandis que les deux autres varient. 

Soit M cet angle constant, on aura done 



V^A + Bcosm ^^^ 

\/A-|.B 



d'oii Ton tire 




A_ 

B sin*M 



Si Ton &it cette substitution dans Tequation proposee en u^ z et z\ 
et qu'on suppose, pour abreger, ^— — = yu, elle se reduira a cette 



m 

forme * "^ 






dont Tequation primitive sera la relation entre les cotes - j - et — 

* '^ 2 2 2 

d'un triangle spherique, dans lequel /ut sera le rapport des sinus des 
angles aux sinus des cotes opposes, rapport que Ton sait etre le meme 
pour tous les angles et les cotes opposes ; de sorte que ce rapport seul 
etant donne, il restera Tangle ou le cote pour arbitraire. 

La consideration du triangle spherique pent servir a faire voir plus 
facilement comment T equation entre ses trois cotes satisfait a T equation 
precedente du premier ordre. Cette equation etant 

cos - cos - -f- COS M sm - sm - = cos - ? 

2 2 2 2 2 
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si ron prend les fonctioiis primes , en regardant z comme fonction 
de 2^, et m, M comme constantes, on aura 

cosMcos-sm sm-cos - \z H- cos M sm - cos cos -sm- = o: 

\ 22 22/ 22 22 

substituons k la place de cos M sa valeur tiree de ia meme equation, 
il viendra celle-ci : 

z m u u m z 

cos - cos — — cos - cos - cos — — cos - 

22 2 , 22 2 

—. ^ + —u = «• 

sm - sin - 

2 2 



Maintenanty si dans ie meme triangle spherique, dont -> -» — sont 

J^ Ju JL 

les trois cotes, et M Tangle oppose au cote — > on designe par V et Z 
les angles opposes aux cotes - et - > on aura egalement 



cos - = cos - cos — h COS V sm - sm — ? 

222 22 

et 

z u m rw ' u . m 

COS - = COS - COS COS L sm - sm - ; 

2 22 22' 

je donne a cos Z le signe — , parce que je suppose Tangle Z obtus. 

Done, faisant ces substitutions, et divisant toute Tequation par sin ~ ? 
elle deviendra 



z' cos V — COS Z = o, d'oii z' = 



cosZ 

cosV I 



Mais par la propriete generate des triangles spheriques , on a v 

sin V sinZ sinM 



. u , z . m ^' 

sin - sm - sm -- 
222 



done 

sin V := fc sin- , sin Z = ^ sin - 9 
et de la 



2 



cos 



V=Y/i-^*(sin^y, cosZ=y/i— ^^(sin^V; 



I20 THEORIE DES FONGTIONS. 



substituant ces valeurs, on aura la meme equation du premier ordre 
en u et z. 

Si Tangle Z, que nous avons suppose obtus, etait aigu, ainsi que 

Tangle V, alors, au lieu de Tequation z' = — ^? on aurait celle-ci 

rw 

^f ^ COS ___ ^^ ^^^ ^^ differe que par le signe de z\ et dont Tequa- 
tion primitive sera la meme. 

70. Voici encore une consideration essentielle sur ces sortes d'e- 
quations : Tequation du n^ 68 etant mise sous cette forme 



z 



V^A H- B cos-r ^A + B cosm 

supposons que fw soit la fonction primitive de =• ; fz sera 

pareillement la fonction primitive de — ? z etant regarde 



comme une fonction de u dont z' est la fonction prime. Ainsi, en 
repassant aux fonctions primitives, on aura sur-le-champ cette equa- 
tion primitive 

fz = ftt -t- k^ 

k etant la constante arbitraire. 

Cette equation devra done coincider avec Tequation primitive que 
nous avons trou vee au n"* 68 , et oil la constante arbitraire est m ; 
par consequent, sa constante arbitraire ne pourra etre qu'une fonc- 
tion de la constante arbitraire m. Soit k = Fm, on aura 

fz =(u -h Fm. 

Mais m est la valeur de z lorsque u = o; supposant done, pour plus 
de simplicite, que la fonction fu soit prise de maniere qu'elle soit 
nuUe lorsque c^ = o, il faudra qu'en fisdsant £^ = o, on ait aussi z = m; 
par consequent, on aura fm = Fm; done Tequation primitive que Ton 
vient de trouver deviendra 

fz = fw -4- fm, 



I 
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a laquelle satisfera cette relation algebrique, 



z u ' z * u. /A+Bcosm m 

COS - COS — h sin - sin -1/ — ' . ^ — = cos — 

2, 2 2 2VA-I-B 2 



Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouverla forme algebrique des foiic- 
tions fujfzyfnij on pent neanmoins trouver une relation algebrique 
entre les trois quantites 2,, m, m, telle que Ton ait 

fz = fw -+- f/w. 

Done aussi, si dans T equation precedente on change z en j, et ^ 
enz, on aura 



^- COS — h sin - sm - 1/ — i— r-5 — = 

2 2 2 2yA-hB 



m 

co&^- COS — h sin"- sm - \/ - — i — r-i=? — = cos - ? 



et 

fy z= fz -h fm. 

En changeant encore j en a:, z en j, ce qui donnera 



COS - cos*^ + sm - sin*^\/ — r- 

2 2 2 2 y A 



Bcosm m 

= COS — y 



B ^"2 

on aura de meme 

fx = fy -hfrn; 
et ainsi de suite. 

On aura done successivement 

fz =ifu -h fm, fy = fu -{- 2fm, £r = ftt -h 36w, etc. ; 

etles relations entre/, w et /w, entre x^ u et m, etc., se tireront des 
relations precedentes, en eliminant d'abord z, ensuite/, etc. 

On peut appliquer cette theorie a la forme generale de I'equation 
que nous a vons consideree dans le n** 67 , et en tirer des conclusions 
semblables; mais si Ton rapporte, comme au n^69, les formules 
precedentes aux triangles spheriques, il en resulte une construction 
elegante que Toici : 

Soit forme un triangle spherique, dontles trois cotes soient Zy u, rrty 

^ id. 16 
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( pour eviter les fractions, je sabslitiie les quantites nz^ ai/, 2m a la 
place dez, Uy m dans les formules du numero cite), et oil Tangle entre 
u elm soit obtus ; Tangle compris entre les deux cotes £^ et z demeu- 
rant constant, qu'on transporte altemativement la base m le long de 
ces memes cotes prolonges, de maniere qu'il en resulte une suite de 
triangles, dont chacun ait toujours un cote commun avec le triangle 
precedent, et qui aient tous la meme base m et Tangle commun M au 
sommet; alors, si les cotes qui comprennent cet angle sont successive- 
ment pour ces difFerents triangles w et z, z et j*, y et Xj etc., on aura 

fz = fw -h fm, fy == ftt -I- afm, fa; = fw -h 3fm, etc., 
fw etant la fonction primitive de la foncdon . ==r ? dans laquelle 

yi — |[jt*sin*u 

u = - — J et ainsi des autres fbnctions semblables en z, y, etc. 

sin m ' . ' 

Par cette construction, on peut trouver facilement les valeurs des 
cotes J, Xy etc., d.es nouveaux triangles; car, en considerant les trian- 
gles isoceles qui ont pour cotes la base m transportee altemativement, 
les perpendiculaires abaissees de leurs sommets sur leurs bases respec- 
tives couperont ces bases en deux parties ^gales, et les triangles rec- 
tangles formes par ces perpendiculaires et par les cotes qui compren- 
nent Tangle commun M donneront tout de suite, par Tanalogie 
connue pour les triangles rectangles, ces equations 

tang ""^-^ = cos M tang z, 



x+ z 
2 

etc. 



tang = cos M tang j, 



Et si Ton fait u = m^ en sorte que le premier triangle soit isocele, 
ayant z pour base, on aura de plus Tequation 



z 



tang - ^ cos M tangm, 
et Ton aura alors 

fz = afm^ fy = 3fm, fx = ^frriy etc 
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Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles 
spheriques ce que la construction du probleme 29 des questions 
geometriques de \ Arithmitique de Newton est pour les triangles 
rectilignes. 

En effet, si Ton rend rectilignes les triangles sphericpes dont les 
cotes sont w, z, j, etc., et les bases m, les equations ci-dessus de- 
viennent 

z=:a/wcosM, w -h J = 2zcosM, x -h z = 2jcosM, etc.; 

etil est facile de prouver qu'alors la fonction iu devient proportionnelie 

a Tangle dont le sinus est 9 parce que sin u et sin m se changent 

en e^ et m; de sorte qu'en prenant la base m pour le sinus de Tangle 
oppose M, on aura, a cause de ui=m^ 

z = sin 2M, y = sin 3M, etc. 

7 1 . Nous nous sommes un peu etendu sur les proprietes des fbnc- 
tions de la forme fa, parce que les geometres s'en sont beaucoup 
occupes, et que ces fonctions se presentent dans la solution de plusieurs 
problemes . 

Si Ton demande, par exemple, le mouvement d'un pendule qui 
oscille d'une maniere quelconque, et qu'on nomme r la longueur du 
pendule, 4 Tangle dont il est eloigne de la verticale dans un instant 
quelconque, a la plus grande valeur de 4? ^^^ pins petite, en prenant 
Tunite pour la gravite, etfaisant 



^ , cos/3 — cosiL 
sm a = i / — ? 1 



CO8P C08« 



in u = i/- 

V < 

/ co8*]3 — cos*a 

V (cos/3 + cosa)* + sin *« ' 

3^ _ 4 / ^ (cos|S -+- cos a) 

V (co8(3 -|- cosa)'+ sin 'a ' 



on aura hyr Au pour Texpression du temps depuis le point le plus 

16, 
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bas, dans laquelle on suppose, comme ci-dessus. 



^i — fx'sinu' 



La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale sera exprimee 
par 

^2. sin a sin/3 
v/r X sintlf* X ^cos a + cos|3 

et sera, par consequent, nulle lorsque le pendule passera par la verti- 
cale, dans lequel cas on a |3 = o; c'est le cas des oscillations ordinaires. 

72. On peut appeler analyse directe des fonctions la maniere de 
trouver les fonctions et les equations derivees, parce qu'elle n'est 
tondee, en effet, que sur des methodes directes, et qu'elle n'emploie 
que des operations que Ton peut toujours executer par les regies que 
nous avons exposees. Mais la maniere de revenir de ces fonctions et 
de ces equations a celles d'ou elles peuvent etre derivees, et que Ton 
peut regarder comme leurs primitives, forme une autre partie de 
i'analyse des fonctions, que Ton peut appeler analyse inverse, parce 
qu'elle depend des memes methodes et des memes regies, mais prises 
inversement, et qui, par cette raison, ne s'appliquent pas toujours 
avec la meme facilite ni le meme succes. II en est de ces deux parties 
de Tanalyse des fonctions, comme de celles de I'arithmetique et de 
Talgebre qui ont pour objet les operations directes de la multiplication 
et de Televation aux puissances, et les operations inverses de la divi-* 
sion et de I'extraction des racines. Les operations de la premiere es- 
pece sont toujours possibles par les regies connues, et donnent tou- 
jours des resultats exacts ; celles de la seconde espece, au contraire, 
ne le sont que dans certains cas, au moins rigoureusement, et dans 
tous les autres elles ne peuvent donner que des resultats approches. 
L'analyse directe des fonctions est done renfermee dans les regies 
que nous avons donnees pour trouver les fonctions derivees, du moins 
pour ce qui regarde les fonctions d'une seule variable. Quant a Tana- 
lyse inverse, elle depend aussi des memes regies; mais la difiiculte 
consiste dans leur application aux differents cas. 
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Nous avons indique les methodes connues pour les principales 
formes de fonctions ou d' equations, et nous nous sommes surtout 
applique a bien etablir les principes generaux de cette analyse inverse. 

Gomme notre dessein n'estpas d'en donner un traite complet, nous 
n'ajouterons point ici d'autres details ; mais ceux qui savent le calcul 
differentiel ne peuvent manquer d'apercevoir la conformite de Tana- 
lyse des fonctions avec le calcul, et la correspondance des analyses 
directes et inverses avec les deux parties de ce calcul qu'on appelle 
calculs differentiel et integral. Ainsi, il leur sera aise, s'ils le jugent a 
propos, de transporter aux fonctions les differentes methodes d'inte- 
gration trouvees jusqu'a present. 



1 
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CHAPITRE DOUZlfiME. 

Du developpement des fonctions de deux variables. De leurs fonc- 
tions d6rw4es. Notation de ces fonctions et conditions auxqueUes 
elles dov^ent seUis/aire. Lot genSrale qui regne entre les termes 
du^ dheloppement dune fonction de plusieurs {variables, et ceux 
qui resukent du d^eloppement de ces termes eux-memes. 



75. Nous n'avons encore traite que des fonctions d'une seule va- 
riable ; il n'est pas difficile d'etendre la theorie de ces fonctions aux 
fonctions de deux ou de plusieurs variables. 

Soit i{x^ y) une fonction quelconque de deux variables x et j, 
que Ton regarde comme independantes Tune de I'autre. Si dans cette 
fonction on met a la fois a: -h / a la place de a?, et j -h o a la place 
de J, i et o etant deux quantites indeterminees, qu'ensuite on deve- 
loppe la nouvelle fonction {{x -\- i^ j -+- o) suivant les puissances 
ascendantes de / et o, il est clair que le premier terme, sans i n\ o, 
sera f (a:, j), et que les autres seront de nouvelles fonctions de x et 
de J, multipliees successivement par i, o, i*, m), o*, *% etc.; ces 
fonctions derivent de la fonction primitive f {x^ y) , et c'est la loi de 
cette derivation qu'il s'agit de determiner. 

Pour y parvenir de la maniere la plus simple, on commencera par 
supposer qu'il n'y ait que la variable x qui devienne x -4- t, la va- 
riable y demeurant la meme. Dans ce cas, designant, comme on Ta 
fait jusqu'ici, par f, f", f", etc., les fonctions primes, secondes, 
tierces, etc., relativement a x seul, on aura 

Hx^i,y)=i{x,y)-\-ir{x,y)^-'^i"{x,y) + ^r{x,y) 
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Substituons maintenant partout j + o a ia place de j, on aura 



i* .f, 



i{x + *, y -h o) = f (a:, J -h o) -h if (ar, J -t- o) -h - i" (x, r -h o) 



.•» 



a.3 



r(x,j-ho) 



Or, si Ton designe par f,, f^^, f^,^, etc., les fonctions primes, secondes, 
tierces, etc. , relativement a/, il est clair que la fonction f (a*, j -h o), 
consideree comme fonction de j -I- o, et independamment de x^ 
deviendra 

{(x,y) H- of,(^, y) -h '^i„{x,y) ^^{^^^{x, y) -H .... 

De meme, en supposant toujours que les traits appliques au bas de la 
lettre f indiquent les fonctions primes, secondes, etc., relativement 
a r? des fonctions deja designees par T, f ", etc. , on aura 



^ (x,y^o) = i' {x,y) -^oi] {x,y)^\{[ {x,y) h-..., 
i" {x,y ^ o) r=i'' {x,y) ^ or {x,y) + ^f;(^,j) +..., 



et ainsi de suite. 

Faisant done ces substitutions , et ordonnant les termes par rapport 
aux puissances et aux produits de £ et o , on aura 

i{x -h «,J-+-o)==f(ar,j) -f> i^ {x,y) -h of,(a?,y) 






H-Tr(^'^) + tV (^'Z) + ,V>'r) + 



• ? 



oil la forme generale des termes est 



4**o" 



(i.2.3...m) (i.2.3...n) 



f:(^.r). 



74. Dans Ic proc^^ que nous venons de suivre pour avoir le 
developpement de f (^ + e, J -H o) ? nous avons commence par sub- 
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stituer dans f (a?, j), a; -H i pour x^ et nous avons developp^ suivant i\ 
nousavons ensuite substitue dans tons les termes dece developpement, 
y -\- o pour /, et nous avons developpe suivant o. Or il est visible 
que Ton aurait identiquement le meme resultat, si Ton commencait 
par la substitution de y -\- o pour j, et par le developpement sui- 
vant o, et que Ton fit ensuite la substitution de a; -f- i pour a?, et 
le developpement suivant i. De cette maniere, on aurait d'abord les 
fonctions primes, secondes, etc., relativement a j, savoir: f,(a:, j), 
f„(a:, j), etc.; ensuite on aurait les fonctions primes, secondes, etc., 
de celles-ci relativement a a?, qui, suivant la notation que nous venons 
d'etablir, seraient representees par f' (a:, j), f' {x^y)y etc., f' (a?, j), 
f " (a , y) , etc. , et Ton obtiendrait ainsi la meme formule que ci-dessus, 
comme cela doit etre. Or, dans le premier procede, la fonction 
r (j?, y) s'obtient en prenant d'abord la fonction prime de f (jj, y) 
relativement a a?, ce qui donne f ' (a?, /), et ensuite la fonction prime 
de celle-ci relativement a j; et dans le second procede, la meme 
fonction s'obtient en prenant d'abord la fonction prime de f(jj, j) 
relativement a /, ce qui donne f, {x^ y)^ et ensuite la fonction prime 
de celle-ci relativement a x. 

D'oii il suit qu'il est indifferent dans quel ordre se fasse la double 
operation necessaire pour passer de la fonction primitive f (a?, j) a la 
fonction derivee f ' (^, y) ; et comme Ton doit dire la meme chose 
des autres fonctions marquees par des traits plac^ au haut ou au 
bas de la caracteristique f , on en pent condure, en general, que les 
operations indiquees par ces traits sont absolument independantes 
entre elles et qu'elles conduisent aux memes resultats, quelque ordre 
que Ton suive en prenant les fonctions primes relativement a a: et a j, 
indiquees par chacun des traits superieurs ou inferieurs. Ainsi, par 
exemple, on aura egalement la valeur de f" {x^y)^ en prenant la fonc- 
tion seconde de f (a:, y) relativement a x^ et ensuite la fonction prime 
de celle-ci relativement a j, ou en prenant d'abord la fonction prime 
de f (ar, y) relativement a j, et ensuite la fonction seconde de celle-ci 
relativement a a?, ou bien en prenant la fonction prime de i(Xj y) 
relativement a x, ensuite la foiiction prime de celle-ci relativement 
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a J, et enfin la fonction prime de cette demiere relativement a ^; et 
ainsi des autres. 

E est evident que cette conclusion a lieu, en general, quelles que 
soient les variables x^ j, independantes ou non. 

7S. Soit, par exemple, 



on aura la fonction prime relativement a x^ 



et sa fonction prime rriativement a y sera 

ensuite la fonction {Nrime de i'{ce, y) relativement a/ sera 

f (a., y) = ^+^ - ^ ^y- 



et la fonction prime de (,{x, jr) relativem^it k x sera 



K (^» r) = 



\/xvy+y* (a:cy+y»)^ 



Quoique ces deux expressions de f [ (a;, y) paraissent difif^rentes, elles 
sont cependant identiques ; car elles se reduisent I'une et I'autre a 

Ensuite, en prenant la fonction prime de f^{Xj y) relativement a or, 
c'est-a-dire la fonction seconde de f (^, y) relativement a Xy on aura 

_ . oy xy^ _ 3xy« + ay' . 



3 9 



^^aay+r' (a:Pr+y)^ (a^+y)'' 
3^ #*rf. I n 
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et prenant maintemint la fimction prime de cdle^n rektiveKieiit a j, 
on aura, apres les reductions, 

De meme, en prenant la fonction prime de T {x, j) relstivement a x, 
on trouvera 

et ainsi de suite. 

II resulte de la, qu'afin que des ibnctioiis donnees de x ety puissent 
etre prises pour des fonctions deriv^es d'une meme fonction primitive, 
il faut qu'elles satis&ssent a eertaines conditions 

Ainsi, si F (x, y) et ^ (^, j) representent des fonctions donnees 
de Xj y\ pour que Ton puisse supposer F(a:, y) = f (a;, j), et 
(p (or, j) = f,(a:, j), il faudra que Ton ait 

r (^> r) = F,(«^^ /) = ^'(^» r); 

et, en general, pour que Ton puisse supposer F (a?, y) = f„"'(a;, j) et 
(p (a:, j) = ^(^5 j), il faudra que Ton ait 



Par exemple, si F (x, y) = ^^^ , (p (^, j) = — ^^j^, , on 
pourra supposer F (a:, y) ^^ f (a:, j), ^ (a?, j) == f,(a?, j), car on 

trouve F^(a?, j) = ^ » ,]7T«)« = ^'(^9 j)5 "^^^^ ^'^ ^^ pourrait pas 

supposer F (a?, y) = f ' (a:, j), et ^ (j;, j) = f^{Xj j); car alors il 
faudrait que F' (a?, y) = ^^(o?, j), ce qui n'est pas. 

76. En general, quel que soit le nombre des varii^les qui entrant 
dans une fonction, si Ton donne un accroissement a chacune de ces 
variables, et que Ton developpe la £3nction suivatit les dimensions 
formees par ces difterentsaccroissements, que Ton developpe ensuite 



PREMIERE PARTIE. - — CHAPITRE DOUZIEME. l3l 

de la mdme maniere Ites fbnctions prodiiites^ par te- premier devdop- 
pement, etainsi de suite, il regne entre ces diiii^nts developpements 
une loi que nous allons exposer d'une maniere generale, parce qu'elle 
peut etre utile dans quelques occasions. 

Soit f (a?, y-y z,*.-) une fonction de plusieurs variables indepen- 
dantes x, j, z, etc.; supposons que, par la substitution de ^+fit, 
J -h I?, z + 7, etc., a la place de oo, j, js, etc., et par le develop- 
pement suivant les puissances et les produits de ct, |3, 7,, etc., cette 
fonction devienne 

f(^, /, z,...)4-f(i) +f(2) + f(3) + .... 

Je denote par f ( i ) la somme de tons les termes ou les quantites 
^9 1^9 7 J ^te., seront a la premiere dimension, par £(2) la somme de 
tons les termes ou ces memes quantites formeront deux dimensions, 
et ainsi da «uite. 

Supposons, de plu^, qu'en faisant la mSme substitution et le meme 
developpement dans les fonctions f (i), f(2), f (3), etc., elles devien- 
nent 

f(i) + f(i.i)-hf(i,a)^-f(w3)+ ..., 

f(3)H^f(3, i)H^f(3,2)+f(3,3) 
etc.; 

oil je denote par f(i, i), f(i, 2), etc., les rangs successifs des termes 
du developpement de f (i), de maniere que, puisque les quantites 
*> P^yj^^-y son* a la premise dimension dans f (i), elJes formeront 
deux dimensions dans f (i ,1), trois dimensions dans f (i , 2); et ainsi 
des autres. Par cette notation, on voit qu'en general la quantite 
designee par f (m, n) renfermera tons les termes du developpement 
de f (m), oil les quantites a, |3, 7, etc., formeront m+zi dimensions. 
Cela pose, si Ton substitue d'abord a? + cfc, j-i-p, z -hy, etc., 
dans la fonction f (a?, j, z,.,.), elle deviendra 

f(a?,j,z,...)H-f{i)-hf(2) + f(3) 
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et si Ton substitue ensuite dans cette quantite x + ma, y -^ ^P 
z H- my^ etc. , a la place de a:, /, js, il est clair qu'elle deviendra 



\^» Xf ^j'"} 



H I ) 

mf( I ) 
/nf(i, i) 
mf (a, i) 
mf (3, i) 
etc. 



f 



( M 
( 2) 

(a, a) 
(3,2) 



f{ 3) 
m»f( 3 ) 
m»f(i,3) 
m*f (a, 3) 
m*f (3, 3) 



D'un autre cote, il est visible que ces deux substitutions successives 
equivalent a une substitution unique que Ton ferait dans la fonction 

f (j?, /, z, . . .) , en mettant 



X 



+ (iH-m)*, 7+ (i -|-/n)p, 



-4- (i -hm)y, etc., 



a la place de x^ j, z, etc. , et qui donnerait, par le developpement, 

( {x, jTj Zy...) -^ {j -h m)f (i) -\- (n-m)»f(a) -h (n-m)* f(3) -h.... 

Ainsi, il faudra que ces deux developpements soient identiques, et 
que, par consequent, les termes qui renferment les m^mes dimensions 
*i ^i y* etc., soient ^gaux de part et d'autre, quelle que soit d'ail- 
leurs la quantite m. On aura done les comparaisons suivantes : 



f{i) 
f(a) 

f(3) 
f(4) 



mf(i) 
m»f (a) 
m»f (3) 
m*f{4) 



(n-/«)f(i), 

mf(i, i) = (i H-m)»f(a), 
m*f(i, a) -h mf(a, i) = (n-m)»f(5), 
m'f (i , 3) H- m*f (a, a) + mf(3, i) = (n-m)*f(4); 



et ainsi de suite. 

En comparant encore les termes a£fectes des m^mes puissances de m, 
on tirera ces valeurs 



f(i,a) 
f(i,3) 
etc. 



af(a), 
3f(3), 

4f(4), 



f (a, 1) 
f (a, a) 



3f(3), 

6f(4), f(3, i) = 4f(4), 
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Done par les tennes du premier developpement general, on pourra 
avoir immediatement ceux de tons les developpements partiels sui- 
yants. 

77. A r imitation de ce que nous avons pratique pour les fonctions 
d'lme seule variable, si Ton regarde z comme une fonction de x et j, 
on pourra d^noter par r/, z,, z", z\ z^,, etc., ces difFerentes fonc- 
tions derivees, en appliquant a la lettre z les memes traits que Ton 
appliquerait a la caracteristique f de la fonction f (j?, j-) que Ton sup- 
pose representer la valeur de z, et Ton nommera ces fonctions de la 



meme maniere. 



Ainsi, X devenant a?-|- t, et y devenant j + o, la quantite c, 
fonction de ^, /, deviendra (n® 75) 

3H-iz-4-oz,+ -2r-KM>z H — z„H ^Z^-i z H z^ H oS,„-+-..., 

'a ' a '^ 2.3 a ' 2 " a.3 "' 

le terme general de cette serie etant, comme dans I'endroit cite, 



4, 



(i.a.3...m) (1.2.3.../1) " 

A regard de la maniere de trouver ces difFerentes fonctions, il est 
clair qu'il n'y a qu'a suivre les memes regies que pour les fonctions 
d'une seule variable , les traits superieurs de la caracteristique indi- 
quant I'ordre de la fonction derivee relativement a x seul, et les traits 
inferieurs indiquant Tordre de la fonction derivee relativement a j seul. 

Ainsi, en prenant les fonctions primes de z, selon x et j, on aura 
les valeurs de z' et z,; et de la, en prenant encore les fonctions primes 
relativement a a? et a j, on aura les fonctions derivees du second ordre 
z", z , z,,; et ainsi de suite. 

II est bon de remarquer ici que, pour les fonctions de deux va- 
riables, ily a deux fonctions derivees du premier ordre z' et z,, trois 
du second ordre, z'\ z\ , z,,, etc. ; de sorte que pour Tordre m'*"^, il 
y aura un nombre m + i de fonctions derivees. 

Comme nous distinguons ces fonctions derivees par des traits supe- 
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rieurs qui se rapportent a Tune des variables x, et par des traits infe- 
rieurs qui se rappcnrtent a I'autre variable y, nous nommeroos fonc- 
tions primes, secondes, etc. , selon a? ou /, les fonctions marquees 
par de seuls traits superieurs ou inferieurs, et nous nommerons sim- 
plement fonctions primo-primes, secundo^prbnes, primo-secondes, 
les fonctions marquees a la fois par des traits superieurs et infi^rieurs, 
en enoncant le trait sup^rieur le premier, et Finferieur le second. 

On trouvera plus de details sur ce sujet dans la le^on XIX du 
C alcaldes Fonctions. 



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE TREIZIEME. 1 35 



CHAPITRE TREIZIfiME. 

Oil Von donne la maniere de dSifelopper les fonctions d'un nombre 
quelconque de variables en series termin^es, composees d'aiitant 
de termes que ton voudra, et d' avoir la valeur des restes. 



78- Par une methode analogue a celle du chapitre VJ, on pent 
aussi avoir le developpement d'une fonction quelconque de x et y 
suivant les puissances de x et /, et determiner les restes de la serie 
loraqu'on veut I'arreter a des termes quelconques. En changeant, dans 
la formule du n® 75, x ely en x — e, j — z, ensuite i et o en .rz, rz, 
on aura 

f {x^ j) = f [x — xz^ y — yi) -h xz{' {x — xzy y — yz) 

-^yzf^ {x — xz, y —yz)^^ T {x — xz,y — yz) 

^ xyzH' {x~xz,y—yz)^'~^l^ {x — xz,y—yz) + ..., 

ou z sefa une quantite quelconque indeterminee qui, etant supposee 
egale a th^o^ rendra Tequation identique, et qui, etant &ite egale a i , 
donnera 



f(a:,j) = f-harf'-hrf, + f^r-+-^^'H-^*f,,-h..., 



formule generale du developpement de la fonction f(.r, j), suivant 
les puissances de x et j, dans laquelle- les quantites designees par 
f, f, f^, etc., denotent les valeurs des fonctions derivees suivant x 
et J, en faisant i: = o et / = o. 
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Supposons maintenant que Ton ne veuille faire ce d^veloppement 
que par parties, et arretons-nous d'abord au premier terme, nous 
ferons 

({x, j) = f{x — a:z, J— j^)-f-P, 

P etant une fonction de z qui devra etre evidemment nulle lorsque 
z = o. Puisque la quantite z peut etre quelconque, nous pouvons 
prendre Tequation prime relativement a Zy et par les principes et 
la notation etablis, il est facile de voir que la fonction prime de 
f (.r — xzy y — jz), prise relativement a z, sera 

— xf{x — xz, jr — jrz) —yi^{x — xz, y — yz)\ 

done, designant par P^ la fonction prime de P, prise aussi relative- 
ment a z, on aura, pour la determination de P, I'equation du premier 
ordre 

P' z=x{'{x — xz, y—yz) -hyi^x — xz, y—yz). 

Considerons, en second lieu, les trois premiers termes du develop- 
pement de f (a:, j), et faisons 

f {xy y) =f{x — a?z, y — yz) -h xzf {x — xz, y — yz) 
+7zf,(a? — a?z, y—yz) -hQ, 

Q sera une fonction de z qui devra, par la nature meme de cette 
equation, devenir nulle lorsque z = o. A cause de I'indetermination 
de z, on pourra prendre Tequation prime relativement a z; et, desi- 
gnant par Q' la fonction prime de Q, on trouvera, apres avoir ef&ce 
les termes qui se detruisent dans I'equation prime, cette equation du 
premier ordre pour la determination de Q, 

Q' = x^zf^ {x — xz, y — yz) + tixyzf (x — a?z, y — yz) 
-t-j'zf,, (x — arz, y—yz); 

et ainsi de suite. 

Pour deduire de ces equations les valeurs de P, Q , etc. , il faudrait 
chercher les fonctions primitives des quantites P', Q', etc., relative- 
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ment a z, et les prendre telles, qu'elles soient nuUes lorsque z = o. 
Mais comme nous n'avons pas besoin des expressions generates de 
ces quantites, mais seulement de leurs valeurs relatives a z = i , que 
meme il sufiit d'avoir des limites de ces valeurs, on poun^i faire usage 
de la methode employee dans le chapitre cite, pour parvenir a de» 
conclusions semblables a celles du n^ 39. 

Ainsi, en designant par A un nombre indetermine, ou plutot in- 
connu, toujours compris entre o et i , et qui devra etre partout le 
meme dans la meme fonction, mais qui pourra Stre different dans les 
differentes fonctions, on trouvera les expressions suivantes : 

P = x(' (Mr, Ar) + jf, (M?, Aj), 

Q = i [xH' (Ar , Aj) + narrf (A^, A/) + x% (Aa?, Aj)] ; 

et ainsi des autres. 

Done, enfin, substituant ces valeurs de P, Q, etc., dans les deve- 
loppements de f (j?, j), et faisant z = i , on aura ces formules gene- 
rales qui renferment une extension du theoreme du n^ 40 : 

f (^^^ r) = f + ^f (^. Aj) H-/f, (A^, Aj) 
= f+a?r+^,+f^r(Aa?,Aj) 

^*f;(Aar,A/)H-^f,(A^, Aj) 

= etc. 

Done, si Ton a la fonction ({x -h i, X -h o) a developper suivant 
les puissances de i et de o, il n'y aura qu'a mettre ; et o k la place de 
a: et J dans les formules precedentes, et les quantites f, f, f,, etc., 
deviendront f (a?, /), f'(a?, j), f, (a?, j), etc., ou les fonctions deri- 
vees pen vent etre prises relativement a a? et j, puisque la fonction 

3* ed. ' 1 8 
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f (a; -h i, y-\- o) est telle, que ses derivees, relatiyement a a: et ^, sont 
les m^mes que les derivees relativement a i et o. Ainsi, Ton aura 

f (ar + i, J + o) = f{x,y) -h ii' {x -h At, / H- Ao) 
-I- of,(a; -h A«, J H- Ao) 
= f (^, j) H- «f'(jJ, r) H- of, (a;, y) 

— f (a; H- Ai, j -h Ao) H- wf' (a? -h A», j •+• Ao) 

= f (a?, j) + if (a?, /) + of, (a:, y) 

'■^ r{x, y)-hiof' {x,y) -^- ^ f„(a;, j) 

iLp(a: + Ai, J -h Ao) H- i^ r (a: + Ai, j + Ao) 
-^ f ' {x + A^ J + M + ^ ^""{^ •+■ ^^ J + H 



= etc. 

La quantity M repond, comme Ton voit, a la quantite que nous 
avons designee pary dans le n** 40; nous preferons ici Texpression Ai, 
parce que le meme coefficient A se trouve dans la quantite Ao. De ces 
formules qu'il serait maihtenant aise d'etendre auK fonctions de trois 
ou d'un plus grand nombre de variables, on pent deduire la conclu- 
sion suivante : 

Lorsque, dans le developpement d'une fonction suivant les puis- 
sances et les produits de certaines quantites, Ton veut s'arreter aux 
termes d'un ordre donne, c'est-a-dire dans lesquels ces quantites fer- 
ment des dimensions d'un degre egal a I'exposant de cet ordre, on 
pent supposer le reste du developpement egal aux seuls termes de 
I'ordre suivant, mais en y conservant ces memes quantites sous les 
fonctions 9 et les multipllant toutes par un coefficient A dont la valeur 
sera entre les limites o et i , et qui sera la meme dans la meme fonc^ 
tion, mais qui pourra etre differente dans les differentes fonctions. 

79. Au reste, on pourrait aussi appliquer au developpement de la 
fonction ({x-h i, / -f- o) la m^thode du n® 57, en prenant les fonc- 
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tions deriv^es par rapport kiet o. En effet, soil 

f (^ -h «, / -h o) = {{Xy y) H- ^"P -h oQ. 

En prenant d'abord les fonctions derivees par rapport a a? et j, on 
aura 

^'{x + /, 7 + o) = f'(ar, y) + iP'+ oQ', 

f, (^ + *\ r -H- o) = f, (^, y) 4- «'P, + oQ,. 

Ensuite, si Ton prend les fonctions derivees par rapport a / et o, et 
qu'on les designe par des traits places au haut et au bas, mais en 
arriere des lettres, on aura aussi 

f, (x + «, J -h o) = Q -+- i,P -h o,Q; 

puisqu'il est evident que des fonctions derivees de f (a? H- «, J -I- c>) 
sont les memes par rapport a a: et /, et par rapport a j et o. De la 
on aura 

P = i'{x, y) + .-(P' - 'P) -h o (Q' - 'Q), 

Q= f, {X, y) H- .-(P, - ,P) H- o (Q, - ,Q). 
Done, si Ton fait 

R = P'-'P, S = Q'-'Qh-P,^,P, T = Q,-,Q, 
on aura, en substituant ces valeurs, 

f (^ -+- *. J -h o) = f (o;, y) H- ii' {x, y) -f- of, {x, y) 

et Ton pourra de la meme maniere pousser le developpement aussi 
loin que Ton voudra ; de sorte qu'en connaissant les expressions ana- 
lytiques des premiers restes P, Q, on trouvera tons les suivants par 
les simples fonctions derivees de ces restes. 

80. Puisque les fonctions derivees de deux variables se forment 

de la meme maniere, et par les memes regies que celles d'une seule 

18. 
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variable, en considerant chaque variable separement et successive- 
ment, il s'ensuit que tout ce que nous avons demontre sur les fonc- 
tions d'une seule variable pent s'appliquer de meme aux fonctions 
de deux variables. 

Ainsi il sera facile d'etendre aux fonctions de deux variables les 
remarques que nous avons faites dans le chapitre V, sur le develop- 
pement des fonctions, lorsqu'on donne aux variables des valeurs de- 
terminees, et d'en deduire des consequences et des resultats sem- 
blables. 

Enfin, il est visible que Ton pourra traiter aussi par les memes 
principes les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de va- 
riables, puisqu'il ne s'agira que de repeter les memes operations 
separement pour chaque variable. 
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Des equations derwees dune Equation entre trois variables. Desfonc- 
tions arbitraires qui entrent dans les equations primitives com- 
pletes entre trois variables. 



81. Lorsqu'une fonction z nest donnee que par une equation 
entre a;, j, z, on considerera que, comme cette equation doit avoir 
lieu quelles que soient les valeurs de x et j, il s'ensuit qu'elle aura 
lieu aussi en y mettant x -^^ i el y -\- o a la place de .r et j, quelles 
que soient les quantites / et o ; de sorte qu'en developpant, apres 
cette substitution, I'equation suivant les puissances et les produits 
de i eXOj il faudra que les termes multiplies par une meme puissance 
ou produits de i et o forment des equations separees. Mais nous 
venons de voir que, dans le developpement d'une fonction de x et j, 
les termes multiplies par / donnent la fonction. prime selon x^ que ceux 
multiplies par o donnent la fonction prime selon j, ceux multiplies 

par — donnent la fonction seconde selon x^ etc. Done, ayant une 

equation quelconque entre a:, j, z, et regardant z comme une fonc- 
tion de j: et y donnee par cette equation, on pourra, en prenant 
les difFerentes fonctions derivees de tons ses termes, en deduire autant 
d'equations derivees de differents ordres, que Tonappellera dememe 
Equations primes, secondes, etc. , selon a; ou j, Equations primo- 
primes, secundo-prwies, etc., et, en general, Equations dSrii^ees rfu 
premier ordre, du second ordre, etc. Ges equations serviront a trou- 
ver les valeurs de z', z,, z", z , z,,, etc. * 
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Si done on represente par F [x^y, z)=o Tequation proposee pour 
la detennination de z, et que Ton designe simplement par F' (a?) , F'( j) , 
F' (z) les fonctions primes de F (a?, j, z) , prises relativement a a:, j, z, 
considerees separement, et comme des variables independantes, ilest 
aise de voir, par les principes etablis pour les fonctions d'une seule 
variable, que i[F^{x) -h z'F'(z)] sera le terme affecte de i, et 
o [ F' ( j) -t- z,F' (z)] le terme affecte de o dans le developpement de 
F (a;, r, z), apres la substitution de x -h i et j H- o pour x et j, 
z etant regarde comme fonction ^e x et y. 

Ainsi, F'(^) 4- z'F'(z) sera la fonction prime relative a a:, et 
F' ( j) -t- z,F' (z) la fonction prime relative a j de F(^, j, z); de 
sorte que Ton aura ces deux equations primes 

F' (4 + z'F' (z) = o, F' (j) + z,F'(z) = o; 

d'oii Ton tire 

^,__F(x) FCr) 

" ~ F^z)' ^'~ F'(zj' 

Ayant ainsi les valeurs de z^ et z^, on en deduira celles de z^\ z , 
z^^, etc., en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci 
relatives a a: et j ; et ainsi de suite. 

82. On pent aussi rapporter immediatement cette theorie a celle 
des fonctions d'une variable, en regardant z comme donne en oo et j, 
et y comme une fonction indeterminee de x. Ainsi, en regardant 
d'abord r et z comme fonctions de Xj la fonction prime de F (j:, /, z) 
sera 

F'(^)H-j'F'Cr)+2'F'(z); 



mais z etant considere comme fonction de x et j, etjr comme fonc- 
tion de 0?, la fonction prime de z sera representee par z' -+- j'z,; 
mettant cette valeur a la place de z^ on aura 

' F' {X) -h z'F' (z) H- j' [ F' ( J) -hz,F' (z)] 

pour la fonction prime de F (a;,/, z). 



r 
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Donc« ayant Inequation F (x, /, z) = o, on aura Tequation prime 



F' (X) H- z'F'(z) -h/[F' (.V) -h =,F'(r)] = o. 

Mais j^ etant regarde comme une fonction indeterniiiiee de d\ Tequa- 
tion precedente doit avoir lieu, quelle que soit la fonction ^>*' ; elle se 

ra done en ces deux-ci , 



1 » 



ir^k-i 



F' (x) -H z'F' {z) = o, r (.)•) + z,F'{z) = o, 

comme plus haut. 

On pourrait trouver de la meme maniere les equations derivees des 
ordres superieurs. 

85. Cela pose, considerons, en general, Tequation 

F{x,jr,z) = o; 
elle donne les deux equations primes 

F' (x) -H- z'F' (z) = o et F' ( j) h- s,F' [z] = o, 

qui auront, par consequent, lieu en meme temps que la proposee. 
Done une combinaison quelconque de ces trois equations aura lieu 
aussi, et pourra, par consequent, tenir lieu de Tequation primitive. 

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la 
fonction F (a;, j, z), ces constantes seront les memes dans les fonc- 
tions derivees F' (a:), F' ( j), F' (z); ainsi, on pourra, au moyen des 
trois equations dont il s'agit, eliminer ces deux constantes, et Tequa- 
tion resultante sera une equation du premier ordre entre x^ j, z, z' 
etz^ qui renfermera deux constantes demoins que Tequation primitive. 
Done, reciproquement, si Ton n'a pour la determination de z en j? et j 
qu*une equation du premier ordre entre x, j, z, z' et z,, Tequation 
primitive entre x, y et z devra contenir deux constantes arbitraires. 

Ceci est analogue a ce que nous avons vu relativement aux fonc- 
tions d'une seule variable, vl" 46 ; mais nous avons vu aussi (n^ 60) 
que la quantite arbitraire qui doit se trouver dans T Equation primitive 



1 44 THEORIE DES FONCTIONS. 

peut ii'etre pas constante, et donner cependant, par relimination, la 
meme equation du premier ordre. La meme chose peut done avoir 
lieu ici; il est aise de concevoir que Ton aura encore la meme equa- 
tion du premier ordre par Telimination des deux arbitraires a et b^ 
quoiqu'elles ne soient pas constantes, pourvu que les deux equations 
primes soient encore de la meme forme. 

Designons simplement par F^ (a) et F'(&) les fonctions primes de 
F (Xy J, z), prises relativement aux quantites a et 6 contenues dans 
cette demiere fonction; il est aise de voir, par les principes etablis, que 
si a et 6 sont regardes comme des fonctions de j: et j, la fonction prime 
de F (a:, j, x)^ relative a a?, devra etre augmentee, a raison des deux 
nouvelles variables a et ft, de la quantite a'F'(a) -K^'F' (^), et que la 
fonction prime relative a y devra etre augmentee pareillement de 
a,F'(a) + ft,F'(fe). 

Supposons & = fa; on aura, en prenant les fonctions primes relati- 
vement a a: et J, 

y = ai'a^ b^ == a^i'a ; 

done les quantites a ajouter aux deux fonctions primes seront 
a\ F' (a) + fa . F'(i)] et a,[F' (a) ^. fa . F' (6)]; 

par consequent, elles disparaitront a la fois en prenant a telle, qu'elle 
satisfasse a Tequation 

F' (a) -h fa. F'(i)=o, 

la fonction fa de a, que Ton a prise pour 6, demeurant absolument 
arbitraire. 

De la resultent done ces conclusions importantes : 

i^. Que r equation primitive qui satisfait, en general, a une -equation 
du premier ordre doit renfermer une fonction arbitraire ; 

2"". Que si, pour une equation donnee du premier ordre. Ton 
trouve une equation primitive F (a?, j, z) == o, qui renferme deux 
constantes arbitraires a et b^ il n'y aura qu'a faire b = fa, et prendre 
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a de maniere qu'eDe satisfasse a I'equation 

F'(a)-+-ra.F'(6) = o; 

la fonction designee par fa sera la fonction arbitraire ; 

3*". Qu'ayant une equation quelconque entre a?, j, z qui renferme 
une fonction donnee, on en peut deduire une equation du premier 
ordre oil cette fonction ne se trouve plus. En efFet, si (pp est la fonc- 
tion que Ton veut faire disparaitre, p etant une fonction donnee de 
X, J, z, il n'y aura qu'a prendre les deux equations primes, suivant 
X et suivant j, de Tequation proposee; on aura trois equations qui 
renfermeront (pp et (p'/?, en designant par (p'p la fonction prime de ^p 
prise relativement a/?; d'oii, eliminant ces deux fonctions, il resultera 
une equation du premier ordre, oil la fonction ^p ne se trouvera plus. 

84. Soit, par exemple, z — dx — hy — c = o une equation don- 
nee; les deux equations primes seront 

z' — a = o, z^ — 6 = 0; 

eliminant a et 6 de ces trois equations, on aura Tequation du premier 
ordre 

z — xz — yz^ — c = o, 

dont z — CLV — by — c = o sera I'equation primitive, aeXb etant les 
constantes arbitraires. 

Maintenant, en supposant z — ax — by — c = F (a:, j, z) , on aura 

F' (a) = -x, F' (b) = -J. 

Done, faisant b = fa, Tequation pour determiner a sera 

— X — yfa = o; 
d'oii Ton tire 

ff X 
a = ; 

r 

ce qui donne 



"=nl) 
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<p designant la fonction inverse de T. Ainsi la fonction f etant indeter- 
minee, la fonction ^ le sera aussi ; done a et b seront deux fonctions 

indeterminees de - ? ou plutot dependantes d'une meme fonction inde- 

terminee de -j et b -\ sera, par consequent, une fonction inde- 

terminee de^- Designant done eette fonction simplement par <ph\ 
r equation primitive deviendra 

2 — J^(^j — ^ = o. 

Si Ton prend les deux equations primes de celle-ci, on aura 
-,(|)=o, e. .,_,(?) + , (i).f = „. 

Eliminant de ces trois equations les deux inconnues ^(^)et^W-h 
on aura, comme plus haut, 

z — xz' — jrz^ — c = Oj 

pour Tequation derivee du premier ordre, delivree de la fonction 
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Forniule remarquable pour le developpement en serie dune/onction 
quelconque de I'inconnue z de t equation z = x -+- yfz. 



85. Cette propriete des equations primes de pouvoir servir a faire 
disparaitre une fonction quelconque est tres-utile dans beaucoup 
d'occasions, et surtout pour les developpements en serie. 

Pour en donner un exemple, soil proposee T equation 

pour la determination de z, fz etant une fonction quelconque de r, 
et supposons que Ton demande la valeur de z en serie suivant les 
puissances de / ; il est visible que les deux premiers termes seront 
X -h yiv ; et si, pour trouver les termes sutvants, on suppose 
z = X -^^ yix -h A/* -h B^-' -h ..., il faudra developper la fonction 
h suivant les puissances de /, et comparer ensuite les termes pour 
pouvoir determiner les valeurs de A, B, etc. ; mats, de cette maniere, 
on n'aurait pas la loi de ces valeurs. II y aura done de Ta vantage a 
employer, au lieu de Tequation proposee, une equation du premier 
ordre oil la fonction fz ne se trouve pas. 

Prenant done les equations primes suivant x et suivant j', on aura 

z' = I -h jf'z . z', et z^ = fz -h yf'z. z^, 

en denotant par f 'z la fonction prime de fz relativement a z ; d'oii, eli- 
minant fz, on tire d'abord 



z^ — z'fz = o. 



'9 
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Mais r equation primitive doime 



o Z X 



done, siibstituant cette valeur dans la derniere equation, on aura cette 
equation du premier ordre, delivree de fz, 

Gomme le premier terme de T expression de z en serie de y est evi- 
demment a?, nous supposerons, en general, 

z = a: -+- Aj H- Bj'^ -f- Cj' H- . . . , 

A, B, C , etc. , etant des fonctions de x; nous aurons 

z'= I + A'j -h By + cy H- ..., 



A , B', etc. , etant les fonctions primes de A, B, etc. , regardees comme 
fonctions de x ; ensuite 

z,= A + 2% H- 3Gy H- 4i>r' 



done on aura , en substituant ces v aleurs , 

(i -h A'j + By H- cy H- ...) (A + Br -4- cy + ...) 

— A — aBj — 3Cy — ... = o; 
savoir, 

(AA' — B)7 -h (BA' + AB' — 2C)y 

+ (GA'-+-BB'-hAG'— 3D)y -h ... =o; 
d'oii Ton tire tout de suite 

B = AA', G = ^(AB'-hBA'), 

D = ^ (AG' + BB' H- GA'), etc. 

Ici la quantite A demeure indeterminee; mais nous avons deja vu que 
les deux premiers termes de z dans Tequation proposee sont :r-hyfj?; 
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par consequent, on aura A = fo, et de la 

* 

M = i'x, B = ixi'x, B' = ixi"x + (f 'x)» ; 
done 

C = - (a f a; f j;» -h fa;' i"x) , etc . 

Mais en examinant les expressions de B, C, etc., on voit d'abord 
qu'elles peuvent se mettre sous cette forme, 

D = i^AG H- i B^y, E = J(AD + BC/, etc., 

en denotant, en general, par le caractere ( Y la fonction prime selon 
x, de la quantite renfermee entre les deux crochets ; et si Ton fait les 
substitutions successives,on trouvequeces expressions sont reductibles 
a celles-ci plus simples, 

B = i(A')', G=^(Ar, D = -i-^(Ar, etc., 

en marquant par un trait, deux traits, etc., les fonctions primes, 
secondes, etc., des quantites renfermees entre les crochets, relative- 
ment a la variable x; de sorte qu'en substituant la valeur de A, on 
aura enfin 

oil les exposants de x indiquent des puissances de fx. 

86. Supposons maintenant que Ton demande la valeur d'une fonc- 
tion quelconque ^z de z, developpee de meme suivant les puissances 
de j; on fera m = ^z, et, prenant les equations primes pour faire dis- 
paraitre la fonction ^, on aura 

w' = ^'z . z' et u^ = (p'z * z,; 
d'oii Ton tire 



u z' 



• 



u z 
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Substituant la valeur de - ? tiree de Tequation z' (^ — a?) — yz^ = o, 
du numero precedent, on aura cette equation du premier ordre 

u' (z — X) — yu^ = o. 
Supposons ici 

P, Q, R, etc., etant des fonctions de x\ substituant cette valeur, 
ainsi que celle de z trouvee ci-dessus, on aura 

— Q — aRj — 3S)^* — . . . ^z= o; 
d'oii Ton tire 

Q = P'far, 2R = Q'fo: -H ?^ (fa:' )', 

3S = R'fo: H- ^ {{x") -^ ^ (f j:' )''; 

et ainsi de suite . 

Or, en substituant successivement les valeurs deQ, R, etc., il est 
aise de reconnaitre que les expressions de ces quantites peuvent se 
reduire a cette forme simple 

Q = PTr, R = i (P'fr^)', S = ~ {V'ix^ , etc.; 

la fonction P demeure indeterminee , a cause de Telimination de la 
fonction cp ; mais, puisque a = ^s = ^ (o^ -h yix -h . . .) , il est visible 
que Ton aura P = (px^ et, par consequent, P'= (p'x. 
Done, enfin, on aura 



<pz= (px H-j(p'j?fo -h-2_ {(p'xix^^ -\- -^ {^'xix^)" 



2.3 



. . . , 



fbrmule tres-remarquable, et d'un graud usage dans Tanalyse, surf out 
pour le retour des suites. 

87. On pourrait parvenir iminediatement a ce dernier resultat par 
la formule du n° 55; car il n'y aurait qu'a regarder u comme une 



I 
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fonction dey, et chercher les fonctions primes, secondes, etc., de u 
relatives a y^ c'est-a-dire les valeurs de a,, w,^, etc. Faisant ensuite 
y z= o, on aurait 

pour les coefficients P, Q, R, S, etc., de la serie. 

Tout se reduit done a trouver ces fonctions derivees, et a les 
mettre sous une forme simple et reguliere. Pour cela, nous repren- 
drons les deux equations primes trouvees ci-dessus (n""* 85 , 86) , 



' 1 



u z 



z, — z'fz = o et — = — , 

' u z. 



lesquelles donnent celles-ci: 



u^ = u'iz et z, = z'fz. 



I**. On aura done on aura 



u^ = u'iz. 



2^. En prenant les fonctions primes selon j, 

u„ = m' f 2 -f- u'zXz\ 
ft t f ' 

Vz denote la fonction prime de z relativement a z: or, de la premiere 
equation, on tire aussi cette equation prime relative a .r, 

a = w'^fz4- w'z'f'z; 

done, substituant, on aura 

u„ = u"{z^ + 2w'z'f'zfz = (tt'fz^)'. 

3**. En prenant encore les fonctions primes relatives a r, on aura 



/// 

or 



(a'fz'*), = W' fz* + 1VLZjZ{z\ 

substituant les valeurs de m' et de z^, donnees ci-dessus, on aura 

(w'fz^), = u"U' -H 3«^'z'f 'z.fz^ = (w^fz')^ 
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done, prenant les fonctions primes relatives a a;, on aura 

et ainsi de suite. 

Done, puisque u= cpz^ on aura 

par consequent, 

u = z<p^zfz, u^^=^{z(p'ziz^)\ u^^^=z {z(p'z{z^Y ^ etc., 

(p'z etaht la fonction prime de ^z relativement a z seiil, et les expo- 
sants de z indiquant les puissances de fz. 

Faisons maintenant j = o, Tequation proposee z = x -\- yh don- 
nera z = x\ done 

z' = I , (pz = (pxy (p'z = ^'x et fz = fe; 
done enfin 
V = (px, Q = (p'xix, R = 1 ((p'x-fo;^)', S = ^ {(p'xix^Y, etc. , 

comme ci-dessus. 

Pour montrer, par une application, T usage de cette formule, soit 
proposee T equation 

X et J etant des quantites donnees, et que Ton demande la valeur de 
z" en serie suivant les puissances de jy* ; on fera done 

fz = z''', <pz=z"; 
done aussi 

fj; = j:"', <pa7 = a;", (p'o: = /«?""*, 

et Ton aura sur-le-champ 

R = ^ /^aw+«-n' _. ^ (am + n — i) a,„^.„_2 

2.3^ ' 2.3 ' 

etc.; 
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de sorte que Ton aura 

__^ /t(3m + n — i)(3m + n — a) ^„„^„,, 3 ^ 

a. 3 -^ 

Voyez aussi, sur ce sujet, la note XI du Traki de la Resolution 
des equations numeriques, seconde edition. 



^•tfd. 



ao 
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CHAPITRE SEIZIfiME. 



MSthode generate pour trous>er I' Equation primitwe d'une equation 
du premier ordre entre plusieurs sforiahles, lorsque les fonctions 
derii^ees sont lineaires; et pour trow^er t equation primitive cTune 
equation quelconque du premier ordre entre trois sforiahles. 



88. Nous avons vu comment on pent faire disparaitre ime fonction 
arbitraire contenue dans une equation donnee, au moyen de ses equa- 
tions primes; mais il y a, pour y parvenir, un moyen plus simple a 
quelques egards, fonde sur la consideration que nous avons employee 
plus haut (n^ 82) . 

Considerons, en general, T equation F (jj, j, 2, ^p) = o, dans 
laquelle/? soit egale a f(^, j, z), les deux fonctions designees par les 
caracteristiques F et f etant donnees, et la fonction marquee par la 
caracteristique ^ etant arbitraire ; on pent supposer y ime fonction 
de x^ telle que la fonction prime de p soit nulle ; alors p pourra etre 
traitee comme constante dans la fonction F (a?, j, z, <p/?), pourvu que 
Ton determine y' par la condition que la fonction prime de f (.r, y, z) 
soit nulle. 

Designons simplement par F'{a:), F'(/), F'(z), et de meme par 
i\x) , f '( j) , f '(z) les fonctions primes de F {x^ j, z, (pp) , et de f (^, j, z) , 
prises relativement k Xy y, z isolees et regardees comme indepen- 
dantes, on aura, comme dans I'endroitcite, les deux equations primes 

F'{x) -h z'F'iz) +7'[F'(j) + 2,F'(z)] = o, 
f'(a?) + zT (z) +r'[f'(r) -H z,f'{z)] = o, 
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dont la premiere contiendra ^py et dont la seoonde ne contiendra 
point /?: oelle-ci seryira a eliminer Finconnue/^; la premiere, jointe a 
son equation primitiye, servira a eliminer Tinconnue ^p. 

Gette methode a Tavantage de poiivoir s'appliquer aux equations 
qui contiendraient plusieursfonctionsarbitrairesde la meme fonction/>. 

En efFet, si Ton avait I'equation (ar, y, z, (p/>, 4/^ ) = o, on trouve- 
rait d'abord, comme ci-dessus, une equation du premier ordre sans 
la fonction (pp^ mais qui eontiendrait encore la fonction '\p\ ensuite, 
appliquant a cette equation le meme procede, et eliminant de nouveau 
la fonction r ' qui paraitra dans son equation prime par la meme equa- 
tion ci-dessus, on aura une equation du second ordre qui contiendra 
4/^, et d'oii Ton eliminera cette fonction par le moyen de Tequation 
du premier ordre ; et ainsi de suite, quel que puisse etre le nombre 
des fonctions arbitraires de la meme quantite/;. 

Mais, si Tequation proposee contenait les fonctions q^p et'\q^ p et q 
etant des fonctions difFerentes de a:, j, z, on ne pourrait pas parvenir 
a une equation du second ordre, debarrassee des fonctions ^p et 4/^, 
et de leurs derivees ; il faudrait alors passer a des equations d'un ordre 
superieur. 



89. Considerons les equations du premier ordre qui peuvent re- 
suiter de T elimination d'une fonction arbitraire 9/?, et supposons, pour 
plus de simplicite, ce qui est toujours possible, que I'equation pri- 
mitive soit de la forme 

F {x, y, z) = <pp, p etant = f{x,y, z), 

on aura alors les deux equations primes 

¥'{x) -h z'F'iz) -hy'lF'ix) -h z,¥'(z)] = o, 
fix) -h z'f (z) + j'[f' (J) + zf {z)] = o, 



qui seront delivrees de ^p; et il ne s'agira plus que d'eliminer y 
Le resultat de cette elimination est 

20. 
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d'ou resulte cette equation du premier ordre 

F'{^).f'( J) - F'{y).f'{x) + z'[F'{z).f'{y) - F'( j).r(z)] 

+ z\¥'{x)S'{z) - r(z)r{x)] = o, 

qui ne contient que x, y, z avec les fonctions primes z' et z,. 
Cette equation pourra done etre mise sous cette forme 

z' H- Mz^ H- N = o, 

en faisant 

„ F'(x).r(z)-F'(z).f'(x) 

^-F'(z).r(j)-F'(j).f'W' 

^_ F'(x).rcr)-F'(r)-f'(^) 

d'oii Ton peut conclure : 

i^. Que toutes les equations du premier ordre entre J?, j, i^' et z,, 
qui ne seront pas reductibles a la forme precedente, ne pourront pas 
etre derivees d'une equation primitive entre x^ j, z et (p/?, p etant une 
fonction de j:, x, z ; 

a"". Que toutes les equations du premier ordre reductibles a la 
forme precedente pourront toujours avoir pour equation primitive 
une equation de la forme supposee F (j?, r, 2) = ^/?, p etant egal a 
f(x, J, z). 

Gar les valeurs des coefficients M et N etant donnees en tbnctions 
de .r, J, on aura deux equations par lesquelles on pourra determiner 
les deux fonctions marquees par les caracteristiques F et f ; et la fonc- 
tion marquee pour <p demeurera arbitraire. 

Ge probleme etant Tun des plus interessants de la theorie des fonc- 
tions, je vais en donner ici une solution directe. 

90. Regardons, ce qui est permis, y et z comme des fonctions 
de x^ dont les fonctions primes soient y' et z', et consider ons les 
deux quantites z'-h N et Mz'-h N/'; ces quantites deviendront, par 
la substitution des expressions precedentes de M et de N, 

i'{y)\¥Xz)z' + F'(x)3 - F'( j)[r(z) z+i\x)] 

F'W.r(j)-F'(j).rcz) 

¥'{x)\t{z)z-^i\y)y"^-rix)\¥Xz)z-+nr)y'] 

F'W.f>-F'(r).f'(z) 



I 



Sc i'c«n A;oiJtr et qi^e Ton f^tnw>ohe eii hWhh* ttHnj\> i:u i;ajn<^>Un,r 
de ii pnemKi>f h quantite F v . f < ^- ^^ \ el da nuuHr^UHir iW U 
s«^»rfde U qixantite F x , t\,r', et que I on t^sse AtU'^u>on qiie 
F z ^ F' t^v- v'— F\r r est U loiMiou prtim* lio F ,.« . » . c . 
que Doiis deiM>l«x«s simpleitteiit par F ..t\ ^. r- . qm^ *W «unH" 
f -.r, — f *,Vi v' ^ f 4r. r/ est la R^iction |>riim* lU* f -.r* ,* - - ^ qne 
Doiis denotefons pareillement par fur. %\ r«\ i>n auni 

Dodo, si Ton fait les deux equations 

3' -i- N = o, Mr/ -H Xi* ^^ o. 

ft 

ces equations seront equivalentes a ces deux-oi : 

F (jr, y\ zY = o, et ([a\ >\ rV -. o, 
dont les equations primitives sont evidemnient 

F (J-, Xj -) = A, i\.r, y\ z) — R, 

A et B etantdes constantes arbitraires ; de sorte que oes eipiations 
primitives seront completes a cause des deux eonstantt^s arl)itrain's A 
etB. 

Mais il est possible qu'en cherchant les ecpiatious priiuiti\e.s tit's 
equations 

z'-hN = o, Mr/ + Nv'==o, 

oil M et N sont des fonctions donnties de J', /, ?., on ue les trt>uve 
pas sous la forme precedente. Cependant, sous quelque ft)rnie cprtillt*s 
puissent se presenter, si elles renferment deux tronsbuites arbitraires 
a et bj elles doivent etre comprises dans les precedentes, et les con- 
stantes A et B ne pourront qu'etre fonctions des constantes a v\ h. Si 
done on tire de ces equations primitives les valeurs des t'onstantcs a 
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et b en x^ j, z, et que ces valeurs soient P et Q, en sorte que les 
equations dont il s'agit soient reduites a la forme P = a, Q = ^, il 
s'ensuitque les fonctions F (ar, j, z) et f(j?, 7, z) ne pourront etre 
aussi que des fonctions de P et Q. 

Done, puisque Tequation primitive d'oii Tequation du premier 
ordre z -h Mz, -|- N = o est deriv^e, est de la forme 

F (x, J, z) = (pp = <p[i{x, 7, z)], 

cette equation primitive deviendra 

fonct. (P, Q) = (p (fonct. P, Q), 

la fonction marquee par ^ demeurant arbitraire : d'ou il resulte que 
P sera une fonction quelconque de Q ; de sorte que T equation primi- 
tive de Tequation du premier ordre 

z' -+- Mz, H- N = o 

pourra etre reduite, en general, a cette forme tres-simple, 

P = <pQ, 



la fonction marquee par la caracteristique ^ etant arbitraire. Cette 
methode reduit, comme Ton voit, la determination de la fonction de 
deux variables a celle de deux fonctions d'une seule variable ; et elle 
est surtout remarquable par la simplicite et la generalite du resultat. 

91 . La methode precedente peut s'etendre aussi aux fonctions de 
plus de deux variables. Ainsi, si u est une fonction de trois variables 
.r, ji z, determinee par T equation 

F(x,7, z, u) = (p{p,q), 

p et <f etant des fonctions donnees de x^ j, z, w, et ^ (/?, q) etant une 
fonction quelconque de/?, ^, on trouvera, par une analyse semblable 
a celle du n° 89, et regardant / et z conune des fonctions de x^ dont 
on determinera les fonctions primes j' et z^ par la supposition que/? 
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et q demeurent constantes; on trouvera, dis-je, une equation du pre- 
mier ordre, derivee de la fonction ^, de la forme suivante, 

u' -+- hu^ -h M^u -h N = o, 

L, M, N etant des fonctions donnees de x, y^ z, u^ et u\ u^^ ^u etant 
les fonctions primes de u relativement a ar, y et z ; de sorte que toute 
equation entre a;, j, z, 2^ et les fonctions primes de w, qui ne serait 
pas de cette forme, ne pourra pas etre derivee d'une equation primi- 
tive de la forme ci-dessus. 

Pour les equations du premier ordre reductibles a la forme prece- 
dente, on trouvera aussi, par une analyse semblable a celle du numero 
precedent, que si Ton regarde j, z, u comme des fonctions de x de- 
terminees par ces trois equations du premier ordre 

tt' -h N = o, Lw' -h Nr' = o> Mm' -f- Nz' = o, 

et que Ton en cherche les equations primitives qui devront renfermer 
trois constantes arbitraires a, &, c, qu'ensuite on tire de ces equations 
les valeurs de ces constantes, de maniere que Ton ait 

a = P, * = Q, c = R, 

P, Q, R etant des fonctions donnees de a?, /, z, w, on aura sur-Ie- 
champ 

P = <p(Q,R) 

pour I'equation primitive de T equation proposee, dans laquelle <p(P, Q) 
sera une fonction arbitraire de P et Q. 

Cette methode est presentee d'une maniere plus simple et plus 
directe dans la leqon XX du Calcul des FonctionSy a laquelLe nous 
nous contentons de renvoyer. 

92. Mais si Ton avait, pour la determination de z en fonction de 
a; et J, tme equation quelconque du premier ordre entre a?, j, z, z' 
et z^ non reductible a la fcmne du if 89, la mdme methode ne servirait 
plus. Gependant on pent toujours, quelle que soit la forme de I'equa- 
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tion proposee, la ramener a la forme du n** 91 , en y introdiiisant une 
variable de plus. 

Soil done proposee T equation 

z' = F(a:, J, z, z,), 

la fonction indiquee par la caracteristique F etant donnee ; je suppose 
z, = w, et comme z est fonction de a?, j, il est clair que u sera aussi 
fonction de ^, j; done, prenant les fonctions primes relativement a x 
seul, on aura z' = u\ Maintenant I'equation proposee deviendra 

z' = F {x, 7, z, u) ; 

prenant les fonctions primes relativement a y seul, et observant que z 
et u sont des fonctions de a;, y^ on aura 

z; = F'(j)-Hz,F'(z)-t-M,F'(«), 

oil les quantites F'(j), F'{z), F'(w) denotent les fonctions primes de 
F (.r, J, z, w), prises relativement aux variables isolees j, z, u^ ainsi 
que nous Tavons pratique jusqu'ici ; done, substituant u et u'pour 
z^ et z' , on aura I'equation 

a' = F'(j) + «F'(z)H-u,F», 

dans laquelle les quantites F'(j), F'(z), F'(w) seront des fonctions 
donnees de x^ /, z et w. 

Cette equation serait done susceptible de la methode precedente, 
si u etait une fonction des variables x^y^ z, regardees comme inde- 
pendantes entre elles ; mais rien n'empeche de les regarder comme 
telles, et de regarder en meme temps u comme une simple fonction 
de Xy J, z, pourvu que Ton exprime, d'une maniere conforme a 
cette supposition, les fonctions primes u et u^ qui se rapportent aux 
seules variables x ^\ y. 

Que Ton denote jpar m', u^ et jul les fonctions primes de u relative- 
ment a J?, J, z, il est facile de voir, par les principes etablis pour la 
formation des fonctions primes, que, puisque z est essentiellement 
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une fonction de a; et y^ dont z et z, sont les fonctions primes relative- 
menta chacune de ces variables isolees, la valeur complete de la fonc- 
tion prime de u relativement a x sera u' H- ^uz\ et que la valeur 
complete de la fonction prime de u relativement a y sera u^ -f- ^uz^ : 
ces valeurs sont celles qui, dans Tequation ci-dessus, sont represen- 
tees simplement par w' et w,; mais on a suppose z^ = w, et, par Te- 
quation proposee, on a z' = F (a?, j, 2;, w); done les valeurs a 
substituer ku^ et u^ seront w' -h ju^ (a:, j, z, a) et w, -h juu. Faisant 
done ces substitutions, dans la derniere equation en w, u\ w,, et 
ordonnant les termes suivant les quantites w', w^ et ,w, on aura 

//' - «,F'(//) +//[F(.f, J, z, u) - «F'(«)] - F'(.r) - uY\z) = o, 

. equation qui, etant coniparee a la fonnule generale du n" 91, donne 

L = — F'(«), M = F (a:, r, z, u) — uY'(u) 
et 

N=-F'(j)-«F'(z); 

de sorte que les trols equations par lesquelles il faudra determiner y, 
z, u en fonctions de x seront 

tt'-F'(j) — mF'{z) = o, 

u'r{u) + .r'[F'(j) + //F'(z)] = o, 

///[F {x,y, z, u) - uF'iu)] - z' [F'( j) H- aF'(z)] = o. 

Ainsi, la difficulte est reduite a trouver les equations primitives d'oii 
celles-ci peuventetre deduites; mais il suffira d'en trouver une, et il 
serait meme inutile de trouver les deux autres. 

93. En effet, supposons que Ton ait trouve les trois equations 
primitives avec les trois constantes arbitraires a, &, c, et soient P, Q, R 
les valeurs de ces constantes qui en resultent, on aura P = ^ (Q, R) 
pour la forme generale de Tequation primitive en a (n® 91). 

Cette equation, ou la caracteristique ^ designe une fonction arbi- 
traire, satisfera dans toute son etendue a 1' equation du premier ordre 
en w, dans laquelle u est regardee comme fonction de x^ j, z ; mais u 
3* ed. a I 
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a ete supposee egale a z,, et z doit etre, d'apres Tequatioii proposee, 
une fonction de ^ et j; done Tequation P = (p (Q, R) est trop gene- 
rale, et il faudra encore chercher les limitations que Ton doit donner 
a la fonction arbitraire relativement aux deux quantites P et Q, pour 
que cette equation reponde exactement a 1' equation proposee. 

Mais, sans entrer dans cette recherche, j 'observe que, quelle que 
puisse etre la vraie forme de la fonction arbitraire, on pent la supposer 
egale a une constante; de sorte que P = a, c'est-a-dire une des equa- 
tions primitives des trois equations ci-dessus, avec une constante 
arbitraire, donnera une valeur de u qui satisfera a T equation en ii, 

Maintenant, en remettant z, pour u dans cette equation, on aura une 
equation du premier ordre entre a?, j, z et z,, dans laquelle z devra 
etre regardee comme fonction de a? et j ; mais, puisque cette equation 
ne contient que la fonction prime z,, relative a/, on pourra regarder 
X comme constante, et z comme une simple fonction de j ; on trouvera 
done son equation primitive par Tanalyse des fonctions d'une seule 
variable, et, puisque x est regardee comme constante, la constante 
arbitraire qui entrera dans cette equation primitive pourra etre aussi 
une fonction quelconque de Xj que nous nommerons/^. 

On aura ainsi une valeur de z en a? et j avec les deux quantites a 
et /?, qui satisfera a Tequation proposee. La constante a demeurera 
arbitraire ; mais la fonction p devra etre determinee conformement a 
cette equation. Pour cela, il n'y aura qu'a substituer Texpression de 
z dont il s'agit; tons les termes qui renfermeront / se detruiront, et 
il ne restera que des termes qui contiendront a?, p et p'\ de sorte que 
Ton aura de nouveau une equation du premier ordre entre les variables 
X et/?, dont Tequation primitive donnera la valeur de p en a?, avec 
une nouvelle constante arbitraire b. 

De cette maniere, on aura enfin une valeur de z en .r et j, avec 
deux constantes arbitraires a et 6, qui satisfera a la proposee indepen- 
damment des constantes. Gette valeur ne sera que particuliere; mais 
on pourra, par la methode du if 85, trouver la valeur generale de z, 
qui contiendra une fonction arbitraire. 

En effet, si f (j?, j, z, a, ^) = o est Tequation trouvee pour la 
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determination de z, on fera ft = (pa, et Ton egalera a zero la fonction 
prime de f(a?, j, z, a, <pa), prise relativement a la quantite a, re- 
gardee comme seule variable; on aura une equation quiservira a deter- 
miner a, et Tequation f (a?, j, z, a, <pa) = o sera 1' equation primitive 
cherchee de la proposee du premier ordre, la fonction marquee par 
la caracteristique <p demeurant arbitraire. 

J'ai cru devoir exposer cette methode avec tout le detail neces- 
saire pour la faire bien entendre, parce qu'elle est nouvelle et qu'elle 
reduit toute I'analyse inverse des fonctions de deux variables qui ne 
passent pas le premier ordre, a Tanalyse des fonctions d'une seule 
variable. 

94. Pour eclaircir cette methode par un exemple dont le calcul 
soit assez simple, supposons que F equation proposee soit de cette 
forme 

z' = Aj + Bz -f- f {a?, z,), 

A et B etant des constantes, et f (a:, z^) une fonction quelconque 
donnee de x et de z,. En rapportant cette equation a la formule 
generale du nimiero precedent, on aura 



{ F {x,y, z, z,) = Aj 4- Bz + f (x, z,) ; 

done 

F (a:, J, z, u) = Aj + Bz -+- f (a?, u), 

et de la, en prenant les fonctions primes relativement a j et z, 

r(j) = A, F'(z)=B; 

de sorte qu'en faisant ces substitutions dans les trois equations du 
premier ordre entre x^y^ z, w, la premiere d'entre elles deviendra 

u' — A — Bw == o, 

laquelle ne contenant que la variable u^ que Ton suppose fonction 

de x^ aura une equation primitive independamment des deux autres. 

En efFet, si Ton multiplie cette equation par e"^' , e etant le nombre 

21, 
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(lont le logarithme hyperbolique est 1' unite, son premier menibre 

deviendra la fonction prime de w^""^H g— j comme il est aise de 

s'en assurer, en cherchant la fonction prime de cette quantite par 
les formules du chapitre III. 

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux 

fonctions primitives, (u-\-j^\e'~^=a^ a etant une constante arbi- 

traire. Cette equation donnera done 

w = — g + ae^, 
et substituant pour // sa valeur z^^ on aura T equation prime 

z, = — ^ + ae^', 

dans laquelle z^ etant la fonction prime de z relativement a y seul, on 
pourra regarder .r comme constante, et z comme fonction dey. Ainsi, 
comme le second membre ne contient n\ y ni j3, sa fonction primitive 

dans cette supposition sera simplement ( — k + ^^'^^ ) J 5 done, pas- 
sant des fonctions primes relatives a j seul, aux fonctions primitives, 
on aura I'equation primitive 



= {-B'^''^''')y^p 



p etant une fonction quelconque de x qui pent etre ajoutee comme 
constante, puisque sa fonction prime relativement a j est nulle. 

De cette expression de z on tirera celles des deux fonctions primes 
j:;' et j3, relatives a j; et y ; et Ton aura 

z' = aBe^'x H-/?', 
z^ = ^ -{- ae ; 

ces valeurs etant substituees dans I'equation proposee, elle deviendra 



aBe^j + // =Ay^B(— g -h ae^'^r-^B/j + f ^.r, — '^ +«e^) 



1 



i 
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laquelle se reduit a 



p' = Bp-hf Us — ^ -h.ae^\ 



oil Ton voit que les y ont disparu, de maniere que Ton pourra deter- 
miner y^ en fonction de oo seul. 

Que Ton multiplie cette equation par e~^'y et que Ton suppose 

elle deviendra 

{pe-^y = F'x, 

et passant auK fonctions primitives, on aura 

pe-^ = Fx -h by 
b etant une constante arbitraire. De la on tire 

p=e^{Fx-+-by, 

% 

done, substituant cette valeur dans Texpression de z trouvee ci-dessus, 
on aura 

z = (— ~ -h ae«'V + ( F^ H- b)e^\ 

Cette valeur de z n'est que particuliere; mais comme elle contient 
les deux constantes arbitraires a et fe, elle donnera la valeur generale, 
si Ton fait b = ^a, et que Ton determine a par Tequation 

y -4- F'(a) -h (p'a = Oy 

en designant par F'(a) la fonction prime de Fa? prise relativement a a. 
Si B = o, le calcul devient plus simple, et Ton trouvera, en faisant 

f (or, kx H- a) = F'j?, les deux equations 

z == (A.r + a)y' -f- F^r + (pa, / -+- F'(a) + (p'a = o, 
d'oii il faudra eliminer a. 
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95. Cette deriiiere methode est neanmoins sujette a quelques diflS- 
cultes que nous avons resolues completement dans la m^me lecon XX 
deja citee, oil cette matiere est envisagee d'une maniere plus generale 
que nous ne I'avons fait ici. 

Nous ne nous etendrons pas davantage sur ce qui regarde les fone- 
tions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le calcul que Ton 
appelle aux differences partielles pourront aisement le rapprocher 
de Tanalyse de ces fonctions, et donner par la, a cette analyse, les 
developpements que Ton y pourrait encore desirer. 

Notre objet, dans cette premiere partie, n'a ete que d'etablir la 
theorie des fonctions et des equations derivees, d'une maniere pure- 
ment analytique et independante de toute supposition ou consideration 
etrangere. 
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DEUXIEME PARTIE. 



APPUCATION DE LA THEORIE DES FOxNCTlONS A LA GEOMETRIE, 



CHAPITRE PREMIER. 



Des differentes manieres dorit on a consider 6 les tangentes. Theorie 
des tangentes et des contacts de differ ems ordres, d'apres les 
principes de la geometric ancienne. 



1 . Les operations ordinaires de I'algebre suffisent pour resoudre 
les problemes de la theorie des courbes, qui ne consistent que dans 
des rapports de lignes tirees d'une certaine maniere et temiinees aux 
courbes ; mais la determination des tangentes, des rayons de cour- 
bure, des aires, etc., depend essentiellement des operations relatives 
aux fonctions. 

Suivant les anciens geometres, une ligne droite est tangente d'une 
courbe, lorsque ayant un point commun avec la courbe, on ne peut 
mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe ; c'est par oe 
principe qu'ils ont determine les tangentes dans le petit nombre des 
courbes qu'ils ont considerees. Mais depuis que, par Fapplication de 
Talgebrea la geometric, les courbes ont ete soumises a I'analyse, on. 
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a envisage les tangentes sous d'autres points de vue ; on les a regar- tf 

dees comme des secantes dont les deux points d' intersection sont 
reunis , ou comme le prolongement des cotes infiniment petits de la 
courbe consideree comme un polygone d'une infinite de cotes, ou 
comme la direction du mouvement compose, par lequel la courbe 
pent etre decrite ; et ces difFerentes manieres de considerer les tan- 
gentes ont donne lieu aux methodes algebriques fbndees sur Tegalite 
des racines des equations, et aux methodes difFerentielles fondees sur 
le rapport des differences infiniment petites, ou des fluxions des coor- 
donnees . Ges methodes ne laissent rien a desirer pour la generalite et 
la simplicite ; mais ceux qui admirent avec raison Tevidence et la 
rigueur des anciennes demonstrations regrettent de ne pas trouver 
cesavantages dans les principes deces nouvelles methodes. La theorie 
des fonctions que nous avons developpee dans la premiere partie 
nous met en etat de traiter le probleme des tangentes, et les autres 
problemes du meme genre, d'apres les notions et les principes des 
anciens, et de donner ainsi aux resultats de Tanalyse le caractere qui 
distingue leurs solutions. 

2. Pour considerer ces questions d'une maniere generate , soient 
Y = fx Tequation d'une courbe quelconque proposee, et <jf = F/? 
Tequation d'une ligne droite ou d'une autre courbe que Ton veut 
comparer a celle-la; x et y sont Tabscisse et Tordonnee de la pre- 
miere courbe, p et q sont aussi Tabscisse et Tordonnee de I'autre 
courbe, rapportees aux memes axes que x et y. 

Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif a Tab- 
scisse .r, il faut qu'en faisant /? = j?, on ait ^ =/ 5 done j = FcT, et 
par consequent Fa: = f^. 

Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au dela de ce 
point, on mettra dans leurs equations x-\-i a la place de x et de p, 
et Ton aura f (j? H- /) et F{x H- i) pour les ordonnees repondant au 
meme point de Taxe des x, et eloignees de la quantite i de Tordonnee 
qui passe par le point commun. Done la difference de ces ordonnees 
sera f{x-hi) — F{x -{- i), savoir, en developpant les fonctions et 
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observant que Ton a deja fa? — Fa; = o, 

i(ra?—F'a:) + -(ra: — F''a?)-f--^{ra? — F'''a?) -+-..., 



2 ^ ' a. 3 

et cette difference exprimera la distance des points des deux courbes 
qui repondent a la meme abscisse x -+- i. 

On Yoit d'abord, en general, que cette distance sera d'autant plus 
petite, et que, par consequent, les courbes se rapprocheront d'autant 
plus qu'il y aura plus de termes qui disparaitront au commencement 
de cette serie. 

Ainsi, le rapprochement sera plus grand si Ton a i'x = F'a?, c'est- 
a-dire si les fonctions primes des ordonnees des deux courbes devien- 
nent egales pour la meme abscisse x ; il sera plus grand encore si, de 
plus, les fonctions secondes f '''a:, F"a:, des memes ordonnees, devien- 
nent aussi egales, et ainsi de suite. 

3. Mais pour voir de plus pres en quoi consistent ces differents 
degres de rapprochement, nous considererons une troisieme courbe 
quelconque, rapportee aux memes axes par les coordonnees r et 5, 
et dont I'equation soit s = ^r, et nous supposerons d'abord qu'elle 
ait aussi avec les deux autres un point commun pour la mSme ab- 
scisse or, ce qui exige que les ordonnees a cette abscisse soient egales, 
et, par consequent, que Ton ait aussi ^ = fx= Fx. 

Soient D la difference des ordonnees des deux premieres courbes 
pour la meme abscisse x + i, et A la difference des ordonnees de la 
premiere courbe et de la troisieme pour cette meme abscisse x -+- i; 
on aura 

D = f(a;-f-i) — F(a?-hi), 
et de meme 

A= f (a: •+■ /) — (p {x •+■ i). 

n est clair que la troisieme courbe ne pourra passer entre les deux 
premieres, a moins que pour une valeur quelconque de i, aussi 
petite que Ton Toudra, la valeur de D ne surpasse celle de A , abs- 
traction faite des signes. 

3« ^d. aa 
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Developpons les fonctions f (a? -+- /), F (jr? -4- 1), ^{x-hi) partiel- 
lement, suivant la formule du n"" 40 de la premiere partie, et arre- 
tons-nous d'abord aux deux premiers termes. Nommant j une 
quantite indeterminee, mais renfermee entre les limites o et ij on aura 
par cette formule 

I* 

et de meme 

F{x -h i) = Fa; -+- ifx + - F'' {x -^J) , 



f{x + i) = ftr -h if'x -+- - F{a: -1-7), 



2 



(p [x -i- i) = (px ■+- iijjx -+- — (p"' (a? -hy ), 



oil la quantite y pourra n'etre pas la meme dans les trois fonctions, 
mais sera renfermee entre les memes limites. 

Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A, on aura, 
a cause de ix := Fa? = ^, en vertu du pokit cominun aux trois 
courbes, 

D= i (far - Wx) -h ^ \,i'\x -hj) - ¥'{x -f-y)], 
A = i {£'x - f'a^ H- i* [{"{x H-y) - ip\x +/)]. 

Supposons maintenant que les deux premieres courbes scnent telles 
que Von ait f^x = F^Xy la vaJeur D se reduira a 



D=^[fV-+-y)-FV-hy)j; 



et il est aise de se convaincre que tant que le terme affecte de i 
dans I'expression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre 
i assez petit pour que la quantite A devienne plus grande que la 
quantite D, abstraction £dte des signes. En effet, en divisant ces deux 
quantites par e, il soffira que la quantite t'x — ^^x soit plus grande 

que - [p'^{x -f- y ) — F'^{x -+- y )], ce qui est evidemment toujours 

possible, en prenant i aussi petit que Ton Toudra ; et il est visible 
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aussi qu'aussitot que cette condition aura lieu* pour une valeur deter- 
ininee de i, elle aura lieu, a plus forte raison, pour toutes les valeurs 
plus petites de L 

Done la troisieme courbe ne pourra, dans ce cas, passer entre les 
deux premieres, a moins que la quantite f'x — ^'a:ne devienne nulle, 
c'est-a-dire que Ton n'ait ^'a? = fa?, auquel cas la conclusion prece- 
dente cessera d'avoir lieu . 

4. Supposons ensuite que Ton ait a la fois F'x = fxetF'^x=z f^x; 
en prenant trois termes dans le developpement des fonctions, nous 
aurons par la meme formule du n"" 40 ( premiere partie) : 

f(a?H- *) = fa: H- irx -H '^^f'x -h ^f'i^ H-y), 
F(a? -h i) = Fx-^iF'x-j- - F"a?-h -^F^(^ H- /), 
^ {x -h i) = ^ •+- i(p'x H ^"x H 5 (^"'{x -^j)^ 

Ges valeurs ^tant substituees dans les expressions generates de D 
et A, a cause de fa?= Fa?= (px, et t^x = F'x^ i'^x = F"x^ don- 
neront 

A = i(f'x- <p'ar)-h i* (ra:~<p";r)-hi^[na;H-y)-<p«'{x+»]. 

Ici, il est aise de voir que, tant que les termes affectes de i et de i'^ 
dans Fexpression de A ne seront pas nuls, on pourra prendre i 
assez petit pour que la quantite A devienne plus grande que D , 
abstraction faite des signes. Gar, divisant ces deux quantites par /, 

il suffira que la quantite Vx — ^'o? 4- - {^"x — ^'^x) soit plus grande 



«* 



que — ^ [^'"'(a? -h y ) — F'"{x +y )], ce qui est evidemment possible 

lorsque i'x — ^'x n'est pas nuUe; et si i'x — ^'x est nulle, alors, en 
divisant encore par iy il suiEra que f^x — (p"x soit une quantite plus 



212. 



172 TH^ORIE DES FONCTIONS. 

grande que^ [?'''(^-+-y) — F^{a; H-y)]; ce qui est encore visible- 

ment possible, en diminuant la valeur de i tant que Ton voudra, 
pourvu que f ^^a? — ^"o? ne soit pas nuUe. 

Done, dans ce cas, la troisieme courbe ne pourra passer entre 
les deux premieres, a moins que Ton n'ait a la fois t^x = ^'o? et 
(p'x = Fx. 

On prouvera, de la meme maniere, que si Ton a pour les deux 
premieres courbes 

rx = F'x, V'x = ¥'x et {'"x = ¥"'x, 

la troisieme courbe ne pourra passer entre les deux premieres, a 
moins que Ton ait aussi 

(p'x = Vx, <p "x = rx, (p''x = rx ; 

et ainsi de suite. 

D. On pent conclure de la, en general, que si Ton a une courbe 
quelconque, et qu'une autre courbe donnee ait un point commun 
avec celle-la, ce qui exige que leurs ordonn^es pour la meme ab- 
scisse soient egales; que, de plus, les fonctions primes de ces ordon- 
nees pour la meme abscisse commune soient aussi egales, alors il sera 
impossible qu'aucune autre courbe que Ton menerait par le meme 
point commun passe entre les deux courbes, a moins que la fonction 
prime de son ordonnee pour la mSme abscisse^ ne soit aussi egale a 
la fonction prime de Tordonnee commune aux deux courbes. 

Et si, outre les fonctions primes de ces ordonn^es, leurs fonctions 
secondes pour la meme abscisse etaient aussi egales, alors il serait 
impossible qu'aucune autre courbe qui passerait par le point commun 
passat entre les deux courbes, a moins que les fonctions prime et 
seconde de son ordonnee ne iussent respectivement egales aux fonc- 
tions prime et seconde de Tordonnee commune aux deux courbes, 
et ainsi du reste. 

A proprement parler, ces courbes ne coincident que dans le point 



DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE PREMIER. 178 

oil les ordonnees sent egales, et I'egalite des fonctions primes^ se- 
condes, etc. , de ces ordonnees ne les rend pas plus coincidentes dans 
d'autres points^ mais elle les fidt approcher de maniere qu'aucune 
autre courbe pour laquelle la meme egalite n'aurait pas lieu ne puisse 
passer entre elles. 

C^est la ridee nette que Ton doit se faire de ces differents degres de 
rapprochement des courbes, que Ton appelle communement contact^ 
osculation, etc., et que la maniere ordinaire de concevoir le calcul 
differentiel &it regarder comme des coincidences plus ou moins ri- 
goureuses ou plus ou moins etendues. 
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Des Ugnes droites* UmgeiUes, des cercles tangents et du lieu de kurs 
centres. Des cercles osculateurs et du lieu de leurs centres. 
Anabfse g^nircde du contact des courbes planes. Du contact dans 
des cos singuUers, et des lignes asymptotes. 



6. Soit proposee une courbe quelconque repr^entee par I'equa- 
tion J = £r , comparons-la d'abord avec une ligne droite quelcon- 
que, Puisque nous avons represente, en general , par y = F/? T^qua- 
tion de la courbe a laquelle on veut comparer la proposee (n^ 2) , on 
aura, pour la ligne droite , 

Yp = a •+■ hp^ 

aetb etant deux constantes qui determinent la position de cette droite. 
La condition d'un point commun donne d'abord 

f x = Fa? = a H- 6a: ; 

et Ton pourra y satis&ire au moyen d'une des indeterminees aoub. 

Supposons ensuite f'x = F'o?; il est clair qu'en changeant, dans 
a -h bpy penx, et prenant la fonction prime, on aura 

F'o: = b ; done f a: = b. 

Ainsi les valeurs de a et b seront determinees par ces deux condi- 
tions ; car on aura 

6 = f a? et a = fx — xf^x. 
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Done r^quation de la ligne droite deviendra 

q = fx — xVx -\- pi'x^ 



p et q etant les deux coordonnees, et Tabscisse x etant regardee 
comme constante. 

Je dis maintenant que cette droite a la propriete qu'aucune autre 
droite ne pourra etre menee entre elle et la courbe. 

Car, soit s = (pr = g-^ hr Tequation d'une autre droite quelcon- 
que; pour qu'elle passe par le meme point commun, il faudra que 
Ton ait aussi ^ = fx; et pour qu'elle puisse passer entre la courbe 
et la droite que nous venous de determiner, il faudra, de plus, que Ton 
ait 9^07 = f'x (n^ 3); ces deux conditions donn^it 

g -^ hx =i(x et h = i'x ; 



d'ou Ton tire pour g" et A les memes valeurs que nous venons de 

trouver pour a et &; de sorte que cette demiere droite coincidera 

avec la premiere. 

Doncla droite determineeparrequationgr=a-4-i/?, oua= ijc — xi'x^ 

I et b=f'xj sera tangente de la courbe representee par Tequation j= fx, 

au point qui repond a Tabscisse p •=. x. 

Puisquej>^ 3= far, on aura, suivant la notation employee dans la pre- 
miere partie, 

/ = f'«; 

done les expressions de a et 6 seront plus simplement 

a=j — xy' et b=^y'. 



Dans I'equation de la ligne droite q = a-hbpj il est aise de voir 
que b exprime la tangente de Tangle que cette droite fait avec Taxe, 

et que -^ 7 est I'abscisse qui repond au point ou la meme droite coupe 

I'axe. Done cette droite etant tangente a la courbe au point oup = x^ 

y' sera la tangente de Tangle qu'elle fait avec Taxe, et a? -h ^ = — , 
sera ce que Ton appelle la sous-tangente. 



a -J 
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7. Representons par s = a-h ^r une autre droite qui passe par le 
meme point de la courbe, r et ^ etant les deux coordonnees de cette 
droite, on aura pour ce point 

done 

a H- ftj? = d -h |3j:. 

Pour que cette droite coupe la premiere sous un angle dont la tan- 
gente soit m, comtne beX^ sont les tangentes des angles que ces deux 
droites fontavec le meme axe, on aura, par les formules connues de la 
trigonometric, 



p = — 4— : done at = a ^^ j-^— > 

* I — bm^ I — dm 

oil il n'y aura qu'a substituer les valeurs de a et 6. 

Si Ton veut que cette seconde droite soit perpendiculaire a la tan- 

gente, on fera m = 00 , c*est-k-dire — = o, et Ton aura simplement 
et 

Ainsi , sera la tangente de Tangle que cette perpendicu- 
laire que Ton appelle communement normale, fera avec I'axe, et 
.r + g = — yj' sera la partie de I'axe comprise entre le point ou 

elle coupe I'axe et I'ordonnee, c'est-a-dire la sous-normale. 

Si les deux coordonnees a?, j de la courbe etaient exprimees en 
fonctions d'une troisieme variable quelconque, alors, prenant x' ety 
pour les fonctions primes de j: et / relativement a cette autre va- 
riable, il n'y aurait qu'a mettre partout, dans les formules precedentes, 

^a la place de/' (n** 50, premiere partie). 

II serait superflu d'appliquer ces formules a des exempies ; car, 
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pour peu que Ton sache les premiers elements du calcul differentiel , 
on ne pent manquer d'apercevoir Tidentite des formules prec^dentes 

avee les formules differentielles connues. H suffit de mettre -^ a la 

place de la fonction deriv^e y'. 

8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe 
proposee. L'equation generale du cercle rapportee aux coordonnees 
rectangles /? et q est 



oil a et b sont les coordonnees qui repondent au centre, et c est le 
rayon du cercle. De la on tire 



q = b^^c' -{p-aY = ¥p; 
done 



Yx — b + yjc^ — {x — ay et ¥'x = — 



X — a 



^c* — {x — a)* 

Faiaons done 

Yx = £c== J et ¥'x = {'x = y\ 
et tirons de ces Equations les yaleurs de a et 6, la seconde donne 



d'oii Ton tire 



X — a^ — 



ensuite la premiere donne 



j-i = ^e»-(^-a)» = -^=- 



done 



a = j? -^ > bz=zy-\- 



Si Ton regarde le rayon c comme donne, il ne reste plus d'arbi- 
3« ed. a3 
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traires dans Tequation ; et Ton en conclura que le cercle donne, dont 
le centre est determine par les coordonnees a et &, est tel qu'on ne 
pourrait mener entre liii et la courbe aucun autre arc de meme 
rayon, mais place difFeremment. 

Gar pour un autre cercle du meme rayon c, rapporte aux coor- 
donnees r et Sy et dont les coordonnees du centre seraient ^ et A, on 
aurait Tequation 

s = <f>r:= h'+- \Jc^ — {r — gY ; 

et pour que ce cercle eut le meme point commun avec la courbe pro- 
posee, et put passer entre cette courbe et le cercle deja determine, 
il faudrait que Ton eiit aussi 

<pa: = fj? = J et ^'x = {'x = y\ 

equations qui serviraient a determiner les deux quantites g^ et A ; or 
il est visible que ces equations sont de la meme forme que les prece- 
dentes , les quantites g et h etant a la place de a et 6 : done elles 
donneront pour g eXh les memes valeurs que Ton a trouvees pour a 
et h ; par consequent, le nouveau cercle se confondra avec le cercle 
determine par ces valeurs. 

Done , suivant la meme notion des tangentes , le cercle de rayon c , 
dont le centre sera determine par les coordonnees a et 6 , sera tangent 
a la courbe proposee dont x ely sont les coordonnees. 

Comme cette conclusion a lieu, quelle que soit la valeur du rayon r, 
on pent regarder c comme indetermine dans les expressions Aeaelb\ 
alors ces coordonnees a et ^ appartiendront a une ligne droite dont 
I'equation resultera de Telimination de c, et qui sera, par consequent, 

Cette droite sera done le lieu des centres de tons les cercles qui 
peuvent etre tangents a la courbe; elle sera done normale a la courbe; 
en efFet , on voit que Tequation de cette droite, oil a et ^ sont les coor- 
donnees, coincide avec celle de la normale trouvee plus haut (n^ 7) , en 
y changeant r et ^ en a et b. 
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9. Maintenant, parmi ces difGerents cercles qui satisfont aux con- 
ditions Fx = fe = J, F'o: = fx=y, on pent en trouver un qui satis- 
fasse de plus a la condition F'^a? = f^x=y\ 

En efifet J ayant trouve ci-dessus 



Ff X — a 

\Jc^ — (x fl)* 



V'c' — (x — 

on en deduira 



F''^^ fl 



8 » 



[c»— (x — a»)]' 

ainsi, oa aura I'equation 



// c« 



Or on a deja trouve dans le meme endroit 
done on aura 



3 



/' ^ (i±2l!L, 



et de la 

_o+y) 



3 

'tN2 



" — y 



Substituant cette valeur dans les expressions dea etb^ on aura 

Les Irois constantes a, byC qui oitrent dans I'^cpiation generale du 
cercle etant ainsi determinees, on en pent eonclure qu'aucun autre 
cercle ne pourra passer entre la courbe proposee et celui qui est de- 
termini par ces valeurs de a, &, c. En effet, pour qu'une autre courbe 
quelconque rapportee aux coordonnees r, s, et representee par I'e- 
quation s = ^r, put passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit, 
il faudrait que Ton eut 

^=:&=:r, p'x^rx=x' et f^a: = Fa7==7" (n«4); 

23. 



l8o THEORIE DBS FONCTIONS. 

or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantit^s g, h, k k\a 
place de a, ft, c, on aura pour ^, ^'^, ^''a; les mSmes expressions 
que pour Fa?, F'o?, F'^o;, en substitoant seulement, dans celles-ci, 
gy kj k au lieu de a, by c; done les trois equations que Ton aura pour 
la determination de gj h, k seront les memes que celles par lesquelles 
on a determine a, ^, c; done les valeurs de g", A, k seront necessai- 
rement les memes que celles de a, bj c; par consequent, le nouveau 
cercle qui devrait passer entre la courbe et le cercle deja determine, 
coincidera avec celui-ci, et n'en formera qu'un avec lui. 

Done ce cercle aura, relativement aux cerdes, la meme propriete 
que la tangente a Tegard des lignes droites ; ce sera ce que les geo- 
metres appellent cercle osculateur ou cercle de courbure, parce qu'il 
sert a mesurer la courbure de la courbe. 

La quantite c sera le rayon de ce cercle, que Ton nomme simple- 
ment rayon de courbure, et les quantites a, b seront les coordonnees 
de la coiu'be qui sera le lieu de tons les centres de ces cercles. 

Si Ton veut transporter ces formules au calcul differentiel , il n'y 

aura qu'a substituer ^ a la place de y\ et v^ a la place de y" . 

10. On pent maintenant presenter cette theorie d*une maniere plus 
generale. 

Soient ar, y les coordonnees de la courbe proposee, qui peut etre 
quelconque, et /?, q les coordonnees de la courbe que Ton veut lui 
comparer, et qui est supposee donnee. 

Supposons que I'equation de cette courbe renferme,'avec les varia- 
bles /? et 9, des oonstantes indeterminees a, 6, c, etc. , et representons- 
la par 

F (/?, ^, a, fc, c,...) = o. 
Si dans cette equation on change /? en a;, 9 en j^, on a 

F(a:,/, a, *, c,...) =0, 

equation qui donne la condition necessaire pour que la courbe donpee 
ait un point commun avec la courbe propos^. 
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Denotons par F (a:, j, a, 6, c,...)' la fonction prime, par 
F {x, y^ a, by c^...)'' la fonction seconde^ etc., de la fonction 
F (j?, J, a, ^, c, ...), en regardant y comrae fonction de a:, et a, 
bj c, etc., comme des constantes. 

Gela pose, s'il n'y a que deux constantes indeterminees a et 6, et 
qu'on les determine par les deux equations 

F (a?, 7, a, b)=o, F [x, /, a, 6/ = o, 

alors la courbe donnee, dont Tequadon est F (/?, q^ a, b) = o, sera 
tangente de la courbe proposee, au point oup =x. 

S'il y a trois constantes indeterminees a, i, c, et qu'on les deter- 
mine par les trois equations 

F(a?,/, a, fc, c) = o, F (a;, j, a, 6, c)' = o, F (a:,^, a, 6, c)''= o, 

la courbe donn^, dont Tequation est F (/?, q^ a, ^, c) = o, sera os- 
culatoire de la courbe proposee , c'est-a-dire aura meme courbure, 
au point qui repond a I'abscisse/? = x ; et ainsi de suite. 

Cela suit immediatement des principes etablis ci-dessus, car Tequa- 
tion prime F (a?, /, a, fe, c,. . .)'= o donne la valeur de/' en a?, y^ 
a J by c,... ; Fequation seconde F (a?, j, a, i!>, Cy...Y = o donne celle 
de y^ en Xj /, j' et a, fe, c,. . . ; et ainsi de suite. 

On pent 9 en general, appeler contact du premier ordre le rappro- 
chement de deux courbes qui se touchent dans un point ; contact du 
second ordre, lorsqu'elles ont de plus la meme courbure; et ainsi de 
suite. 

On pent appeler aussi les constantes a, by c, etc., qui determinent 
le contact, iUments du contact. 

Ainsi, le contact d'un ordre quelconque m dependra de m + i 
elemexfis a, 6, c, etc. ; et la determination de ces elements se tirera 
de r^quation 

F{XyyyaybyCy...)=:o 

de la courbe donnee qui forme le contact, et des equations d^rivees 
de oelle-ci jusqu'a celle de Fordre n^^^. 
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La propriete analytique de ces contacts est done que, lorsque deux 
courbes ont entre elles un contact d'un ordre donne, leurs ordonnees 
et les fonctions primes, secondes, etc., de ces ordonnees jusqu'a 
r ordre du contact sont les memes , et leur propriete geometrique 
consiste en ce qu'une autre courbe, qui n'aura pas avec elle un con- 
tact du meme ordre, ne pourra etre menee entre Tune ct Fautre (n** S). 

11. La courbe donnee qui forme le contact etant, par exemple, 
ime ligne droite dont I'equation la plus generale est 

y — a — bx = Oj 

ne sera susceptible que d'un contact du premier ordre, puisqu'il n'y 
a que deux elements a et b;et Ton aura pour la determination de ces 
elements les deux equations 

y — a — bjc = Oj y' — ft == o, 
d'oii Ton tire 

h — f et a=,y—3cy\ 

comme ci-dessus (n®6). 

Prenons pour la courbe du contact un cercle dont I'equation la plus 



generale est 



(j? — a)^ -I- ( j_ft)« _c* =0, 



elle ne sera susceptible que d'un contact du second ordre, puisqu'il 
n*y a que trois elements a, ft, c. On determinera done ces elements 
par les trois equations 

(^ — «)'H- {y—hy — c' =0, a?_a4-(7— ft)j'=o, 

, +(j_ ft)/'+/« = o, 

dont la seconde et la troisieme sont les equations prime et seconde de 
la premiere. De ces equations on tire tout de suite 



J ^— y.1 y x — a— y, , c — — ^ — , 

comme plus haut (n"^ 9) . 
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Si Ton prenait Tequation a la parabole y = a-hbx -^ cx^ , qui n'a 
aussi que trois constantes arbitraires, on aurait de meme^ pour la de- 
termination de ces constantes regardees comme elements d'un con- 
tact du second ordre^ les equations 

y — a — bx — cx^ = o, y' — b — 7,cx = o, j" — ac = o, 

lesquelles donnent 

c=^, b=y —xy\ a=y — xy + -~- 

Mais si Ton prenait I'equation a la parabole cubique 

y= a -^ bx -+- cx^ -h dx^ , 

elle pourrait avoir un contact du troisieme ordre, dont tes elements 
seraient a, bj c^ dj et se determineraient par les equations 

y — a — bx — cx^ — dx^ = o, y^ — b — a,cx — 3dx^ = o, 

y'^ — nc — 6dx = Oy y"^ — 6g? = o; 



« • 



on aurait amsi 






6 2 2 



2 



a = y — xy -h -f f- ; 



et ainsi de suite. 



12. Enfin, si Ton demande la courbe la plus simple qui aura avec 
une courbe proposee un contact d'un ordre quelconque m, prenant 
X ety pour Tabscisse et Tordonhee de la proposee, peXq pour celles 
de la courbe cherchee, et regardant / comme fonction de x^ q comme 
fonction de/?, on fera 

. / \ / . ( p — ^y // . {p — xf Iff 



2.3 



• • • 5 



en prenant dans le second membre autant de termes qu'il y a d' unites 
dans m H- I . 
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Gar, en prenant les fonctions derivees relativement a /?, et fiusant 

/? = ^, on aura q —y, q' = /, q'^ =y\ etsc., jusqu'a q"^ =7'*; 

done ees deux eourbes auront, dans le point conunun qui repond a 

p •=, x^ les conditions necessaires pour un contact de Tordre m'^^ 

(n^ 10). 

La courbe representee par I'equation precedente, et qui est, comme 
Ton voit, du genre parabolique, aura ainsi, dans le point commun a 
la courbe proposee, le cours le plus approchant de celui de cette 
courbe, de maniere qu'aucune autre courbe du meme genre ne pourra 
passer entre ces deux, si elle n'est pas d'un degre plus haut. 

13. La theorie que nous venons de donner sur le contact des 
eourbes n'est qu'une suite de la theorie generale du developpement 
des fonctions, expos^e dans la premiere partie. Mais nous avons vu 
(n*** 29 et suivants, premiere partie) qu'il y a des cas particuliers ou 
ce developpement echappe a la forme generale, et que ces cas sont 
ceux oil une valeur donnee de x rend infinies les fonctions derivees 
f'o:, Vx^ etc. Alors le developpement de f (^ -h /) contiendra neces- 
sairement, pour cette valeur de a?, d'autres puissances de i que les 
simples puissances de /, /*, etc. , et Tanalyse des n~ 5 et 4 se trouvera 
en defaut. Quoique ces exceptions ne portent aucune atteinte a la 
theorie generale, il est necessaire, pour ne rien laisser a desirer, de 
voir comment elle doit etre modifiee dans les cas particuliers dont il 
s'agit. 

Supposons done qu'en faisant j?=m, la fonction f (a; -+- i), deve- 
loppee en une serie ascendante de i^ soit de la forme 

fm H- Ai -+- Bz -h Ci H- . . . , 

/rx, V, etc., etant toujours des nombres positifs. 

Je remarque d'abord que Ton pent trouver les coefficients A, B, 
G, etc., ainsi que les exposants A, yu, f, etc., par une methode sem- 
blable a celle du n^ 3 de la premiere partie. On fera d'abord 

f (m + 1) = fm •+- r P, 
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et Ton prendra pour / la plus haute puissance de i qui divisera 
i [m -\- i) — fm, apres les reductions convenables, de maniere que le 
quotient P ne devienne ni nul ni infini en faisant t = o. Lorsque 
m = o^ I'exposant A pourra etre negatif ; dans tout autre cas, il sera 
evidemment toujours positif (*) . On fera ensuite 

A etant la valeur de P lorsque « == o, et Ton prendra pour i^ la plus 
haute puissance positive de /, qui divisera P — A , de maniere que le 
quotient Q ne devienne ni nul ni infini lorsque / = o . On continuera 
en supposant 

Q= B-4-/'R, 

B etant la valeur de Q lorsque / = o, et / la plus haute puissance 
positive de i qui divisera Q — B, en sorte que le quotient R ne soit ni 
nul ni infini lorsque « =o; etainsi de suite. On aura, de cette maniere, 

f (m -h /) = fm H- / P = f/w -h « A -h i '*Q 

On a, pour trouver les termes successifs d'une serie, des methodes 
plus courtes ou d'un calcul plus facile; mais la precedente a Tavantage 
de ne developper la serie qu'autant que Ton veut, et de donner la 
valeur du reste. Nous n'aurons pas besoin, pour notreobjet, de con- 
naitre ces restes; il nous sufHra de savoir qu'ils peuvent toujours s'ex- 
primer par des quantites de la forme que nous venons de ti'ouver. 

Gela pose, considerons la courbe representee par Tequation j = ix^ 
X etant Tabscisse, et y I'ordonnee; supposons qu'elle ait un point 



(*) Une inadvertance singuliere a ete commise id par Lagrange. L'exposant^ ne pent jamais 
^tre negatif, car le developpement de f[m -^ i)Tke pent contenir de puissances negatives de / 
que si f[m) est infini; d^ailleurs Thypoth^ de //t =o ne saurait constituer aucune particula- 
rite: on pent toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi^ par nn deplacement de Torigine des 
coordonnees sur Taxe des abscisses. 

Je n*ai pas cru pouvoir me permettre la moindre alteration au texte de rillustre auteur, et 
j'ai laisse subsister la faute dans cette nouvelle edition. [J.- A. Serret,) 

3* €d, ^4 
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commun avec une autre courbe dont rordonnee soit Fa;, et que ce 
point reponde a Tabscisse w, en sorte que Ton ait Fm = fm. Au dela 
de ce point, les ordonnees des deux courbes seront f(m -+- i), 
F (m H- i) pour une abscisse quelconque m -h / ; et leur difference, 
que je designerai par D, sera f{m-hi) — F (m -h i). 

Developpons la fonction F (m -}- i) comme la fonction f (m -+- i) , et 
soient 

F (/Ti-f- i) = ¥m + i Pj p =^cl-\-' i q, q z=z ^ ^ i r, etc. , 

(7, T, etc., etant des nombres positifs, et a, |3 etc., etant les valeurs 
de/?, y, etc., lorsque * = o; on aura d'abord, a cause de Fm = f/w, 

D = I A — I A -^ I Kl — I q. 



Les deux premiers termes du developpement de {{m-hi) etant 

fm. -h / A, et ceux du developpement de F (m -+- /) etant Fm -\- i a, 
supposons qu'ils deviennent egaux, en sorte que Ton aitaussi p = A, 
et fit = A ; la premiere de ces deux conditions dependra de la nature 
des fonctions designees par f et F, mais la seconde pourra toujours 
etre remplie comme la condition de Fm = fm par le moyen des con- 
stantes arbitraires a, &, £?, etc. , qui entreront dans la fonction Fx. On 
aura done, dans ce cas, 

= I ^ Q — I q; 

et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux 
courbes dont il s'agit, dans le meme point qui repond a I'abscisse m, 
a moins que les deux premiers termes du developpement de (p (m -h i) , 
(pjo etant I'ordonnee de cette autre courbe, ne soient aussi les memes 
que ceux du developpement de f (m H- i). 

Gar, s'ils sont diflferents, ils ne pourront passe detruire dans Tex- 
pression de la difference A des deux ordonnees f (m -+- i) et ^ (m -h i) , 
et Ton aura, en general, 

A •'^A •* .>-+-A*^ .p-^9 

a cause de (pni = fm par la condition supposee de la coincidence des 
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courbes dans le point qui repond a jo = m. Gette expression de A 

etant comparee a celle D = / Q — i gr, il est facile de voir qu'a 
cause que les exposants /ut, a sont necessairement positifs par la 
nature du developpement, il sera toujours possible de prendre i assez 
petit pour que la valeur de A surpasse celle de D, abstraction iaite 
des signes, tant que Ton n'aura pas p = A et a = A, comme dans les 
deux premieres courbes. Done, dans tout autre cas, la troisieme courbe 
passera necessairement en dehors des deux autres . 

En poussant plus loin le developpement des fonctions f (m -+- « ) et 
F{m H- /), on prouvera , de la meme maniere, que si les trois premiers 
termes du developpement de ces fonctions sont les memes, aucune 
autre courbe ne pourra passer entre elles, a moins qu'elle n'ait aussi 
les memes termes communs avec celles-la ; et ainsi de suite. 

On pourra done appeler aussi, comme dans le n° 10, contact du 
premier ordre, du second, etc. , le rapprochement de deux courbes 
pour lesquelles les deux premiers termes, ou les trois premiers, 
ou, etc. , seront les memes dans les developpements des fonctions qui 
representent les ordonnees. 

Ainsi, la courbe dont Tequation esty == ix etant donnee, la courbe 
la plus simple qui aura avec elle un contact du premier ordre au point 
oil ,r = m, sera representee par Tequation 

J == fm -h A (ar — m) ; 
et celle qui aura un contact du second ordre le sera par 

J = fm -4- A (a; — m) -+- B (a? — m) ; 

et ainsi de suite. Car, en substituant m-\-i pour ar, on aura simplement 

les deux premiers termes fm-f- A/ ,oulestroispremiersfm+Ai -+-^1 , 
ou, etc. , da developpement de i{m -f- i). Ces courbes auront done 
aussi dans le meme point le cours le plus approchant de celui de la 
courbe proposee, et pourront, par consequent, servir a en fa ire con- 
naitre les proprietes comme les points singuliers, les points de rebrous- 
sement, etc. ; sur quoi voyez V Analyse des lignes courbes de Cramer. 
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14. Supposons maintenant que, dans Tequation y = ix de la 
courbe proposee, on substitue ^ a la place de ^, et que Ton developpe 

la fonction f -rcn une serie ascendante de la forme 

I 

At -+• Bj + Ge + . . . . 

Si Ton fait la meme chose pour Tequation j = Fa: d'une autre courbe, 
et que les premiers termes du developpement de F -r soient les memes 

que ceux du developpement de f-r? onpourraprouver, parunraison- 

nement semblable a celui qui a ete fait ci-dessus, que Ton pourra tou- 
jours prendre i assez petit pour qu'aucune autre courbe, representee 

par Tequation y = ^, et dont la fonction (p - developpee de meme en 

serie ascendante n'aurait autant de termes identiques avec ceux de 
ces courbes, ne puisse passer entre ces memes courbes dans les 

points qui repondront a I'abscisse a? = t > et a toutes les abscisses 

plus grandes a Tinfini, puisque des que la condition qui pent empe- 
cher que cette courbe ne passe entre les deux autres aura lieu pour 
une certaine valeur de t, elle aura lieu, a plus forte raison, pour toutes 
les valeurs de i plus petites. 

D'ou Ton peut conclure que la courbe dont I'equation sera simple- 
ment 

y = Kx , ou J = kx + Rr , ou etc. , 

ira en s'approchant continuellement de la courbe proposee, a mesure 
que les abscisses x deviendront plus grandes, mais sans pouvoir 
jamais Fatteindre, de maniere qu'elle parviendra a un terme passe 
lequel aucune autre courbe du meme genre parabolique ou hyperbo- 
lique, qui ne sera pas d'un degre plus haut, ne pourra passer entre 
les deux courbes. Cette seconde courbe sera done une asymptote de 
la premiere, et cette idee de Tasymptote me parait la plus simple et la 
plus generale que Ton en puisse donner, en meme temps qu'elle est 
aussi la plus propre a caracteriser la nature du rapprochement qui 
constitue le vrai asymptotisme. 



r' 

I 
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CHAPITRE TROISIfiME. 



Problemes directs et iiwerses sur le contact des courbes. Analyse des 
cos oil ton propose une relation entre les deux Elements du contact 
du premier ordre. De la courbe representee par t Equation primi- 
tive singuliere d'une equation du premier ordre. 



15. Les problemes que Ton peut proposer sur les tangentes, les 
rayons de courbure, etc., et en general sur les contacts des courbes, 
sont de deux sortes: directs ou inverses. Les problemes directs se re- 
duisent tou jours a trouver quelques-uns des elements du contact d'un 
certain ordre , et comme ils ne dependent que de T analyse directe des 
fonctions, ils sont toujours resolubles analytiquement. Dans les pro- 
blemes inverses, on suppose qu'il y a une relation donnee entre quel- 
ques-uns de. ces elements et les coordonnees a?, /, avec les fonctions 
derivees j', /'', etc.; et cette relation, en y substituant les expressions 
generales des elements en j?, j, /', jr'^j etc. , devient une equation de- 
rivee d'un certain ordre, dont il fiiut trouver I'equation primitive pour 
avoir celle de la courbe cherchee en x etjr. Ces problemes conduisent 
done immediatement a des equations derivees, et leur solution de- 
pendant essentiellement de I'analyse inverse des fonctions, se trouve 
sujette a toutes les difBcultes de cette analyse. 

II y a cependant des cas ou Ton peut les resoudre directement par 
des considerations particulieres, qui meritent d'autant plus d'attention, 
qu'elles tiennent a des finesses d'analyse qu'il est interessant de con- 
naitre. 
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Ces cas sont ceux oil la relation donnee n'est qu'entre les elements 
memes du contact, sans que les coordonnees x^ y y entrent. 

Pour donner d'abord, par un exemple, une idee de ces sortes de 
problemes, supposons qu'on demande la courbe dont chaque tangente 
coupera deux ordonnees (prolongees s'il est necessaire) repondant aux 
abscisses donnees a: = m et a? = az, de maniere que le produit des 
parties de ces ordonnees comprises entre la meme tangente et Taxe des 
abscisses soit toujours constant et egal a K. 

Puisque T equation a la tangente est (n"* 6) 

en faisant successivement p =i m el p = n^ on aura les deux valeurs 
de q^ dont le produit devra etre egal a K; on aura done, entre les ele- 
ments du contact a et fe, 1' equation 

(a -+- mb) {a H- nb) = K. 

La marche naturelle et directe serait done de substituer, a la place de 
a et 6, leurs valeurs j — ayy' ety (numero cite); on aurait alors cette 
equation du premier ordre 

[r -H (^ — x)/] [ r + (^^ — ^)/] = K , 

dont il ne serait pas aise de trouver T equation primitive par les me- 
thodes ordinaires . 

Mais si Ton prend les fonctions primes de cette equation, il vient 
celle-ci , 

[ J -^ (,i _ x) f']{m — x) y" 4- [ J + (m — x)y'\ (ai — ^ /' = o, 

dont tons les termes se trouvent multiplies par y" ; de sorte qu'elle 
pent se decomposer dans ces deux : 

y"=o et {y^{n — x)y'\{rn—x)-\-\y+{m — x)f\n — x)=^o. 

La premiere, qui est du second ordre, donne sur-le-champ celle-ci du 
premier, 

J'=A, 
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oil A est une constante arbitraire; ainsi, par les principes etablis dans 
le n~ 46 et suivants, de la premiere partie, on aura Tequation primi- 
tive complete de la proposee, en y substituant simplement cette valeur 

der^ 

Cette equation sera done de la forme 

( J — kx H- /wA) ( J — Kx H- nh) = K ; 

savoir, en developpant les termes 

( J — Axy -h {f — Ax) (m -4- /^) A -t- mnA^ — K = o; 

d'oii, en extrayant la racine, on tire 

J = Ax -H B, 

en prenant pour B la racine de 1' equation 

B^ -+- (m H- n) AB + mnA^ — K = o; 

d'oii Ton voit que Ton n'a de cette maniere qu'une equation a la 
ligne droite. 

En efFet, Tequation y^^ = o ayant donne jr' = A, celle-ci donnera 
r equation primitive 

J = Ax ■+■ B, 

A et B etant deux constantes arbitraires ; mais par la theorie des nu- 
meros cites ci-dessus, ces deux constantes ne peuvent pas etre arbi- 
traires a la fois, car il faut que T equation trouvee coincide avec la 
proposee, pour une valeur de x) or, &isant x = o, on a 

j=B, / = A; 

done on aura entre A et B cette equation de condition 

(B-h/wA)(BH-nA) = K, 

qui est la meme que celle que nous avons trouvee ci-dessus, pour la 
determination de B en A . 



IQS THEORIE DES FONGTIONS. 

Venons maintenant a Tautre equation qui n'est que du premier 
ordre ; celle-ci servira egalement a trouver une Equation primitive de 
la proposee par I'elimination de /'. En effet, elle donne 

yf^ (2X—m — n)jr 

valeur qui, etant substituee dans la proposee, la reduira a celle-ci, 

, 4K(m—x)(n—x) _ 
J "^ {m — nj ~ ^' 

equation a I'ellipse ou a Thyperbole, suivant que K sera une quantite 

positive ou negative. L'axe focal sera m — /i, le second axe 2 y ± K , et 
les deux sommets seront aux points oil a? = m et oil J? = /i. 

La propriete des tangentes qui nous a conduits a cette equation est 
demontree dans la proposition XIjIP du troisieme livre des Coniques 
d' Apollonius ; mais Tanalyse precedente a Tavantage de faire voir que 
cette propriete appartient uniquement aux sections coniques. 



16. Si Ton examine maintenant les deux solutions que Ton vient 
de trouver, il est facile de voir que la premiere ne donne que la ligne 
droite meme que Ton a supposee tangente, en regardant les deux ele- 
ments a el b comme constants : car 1' equation y = Plx -h B ne dif- 
fere point de T equation q =^ a-^-bp de cette tangente, Tequation 
entre les deux constantes A et B etant evidemment la meme que celle 
que Ton a supposee entre les quantites b et a. 

En effet, il est visible que toute droite pent resoudre le probleme, 
pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes la relation donnee par 
les conditions du probleme ; et comme il reste une constante arbi- 
traire, il s'ensuit que T equation de cette droite doit etre I'equation 
primitive complete de Tequation du premier ordre donnee par le pro- 
bleme. Done, analytiquement parlant, le probleme est resolu comple- 
tement par I'equation meme j == a -i- bx^ aetb etant deux constantes, 
dont I'une est arbitraire, et T autre en depend par I'equation 

{a ■+■ mb) (a -h nb) = K. 
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A regard de la seconde solution, comme elle ne contient point de 
constante arbitraire, elle est a la rigueur moins generale que la pre- 
miere, et ne peut etre qu'un cas particulier de celle-ci, ou bien une 
solution singuliere provenant de la consideration que nous avons de- 
veloppee au n^ 60 de la premiere partie . 

II est d'abord facile de se convaincre que cette derniere solution 
ne peut etre un cas particulier de la premiere ; car il faudrait pour cela 
que I'equation jr= a-{- bx de la premiere put satisfaire a Fequation 
r'-h - — {m—x)\^n—x 2 __ ^ de la seconde, en determinant convena- 

(m — ny 

blement sa constante arbitraire, et, par consequent, qu'en eliminant 
X de ces deux equations, la resultante ne contint plus que des con- 
stantes ; ce qui n'est pas. 

Elle ne peut done etre qu'une solution singuliere ; et, en effet, nous 
avons vu (n** 59, premiere partie) que le caractere de I'equation pri- 
mitive singuliere de toute equation du premier ordre de la forme 
r' = F (.r, j) est de rendre infinie la fonction F'(/), c'est-a-dire la 
fonction prime de F {oo^y) prise relativement ky seul. Or, Tequation 
de notre probleme 

[j-f-(/w— ^)j'] [jr-^{n — oo)y'] = K, 

etant mise sous la forme precedente , donne 



^ ^'^f nCm — x)(n — x) 



(m — x){n — x) 

d'ou Ton tire 



p// V __ {m—nyj+(^x—m—n)s/iK(m—x){n—x) + {m—nyy^ 
^'^' 2{m—x) {n—x)\/4K(^m—x)(n—x)+(m—nyj^ 

oil Ton voit que F'(j) devient infini par Tequation 

4K (m — x) (/I — x) -+- {m — ^Yf^ = o, ' 

qui est celle de la seconde solution. 

17. En examinant la maniere dpnt nous sommes parvenus a cette 

3* ^d, 25 
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solution, on verra qu'elle depend de cette circonstance, que les fonc- 
tions primes de a tl b regardes comme fonctions de a?, y^ y' sont 
entre elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde j''; 
en efFet, ayant ^ = j' et a = j — xy\ on a 

h'^y" et a'= — xy\ 
ce qui donne 



a 

T 



= — x: 



J 



de sorte qu'en prenant la fonction prime de Tequation 

{a •+• mb) {a ■+■ nb) = K, 

et divisant par ^', on a une equation qui est egalement du premier 

ordre, et le resultat de Telimination de y' entre ces deux equations 

donne I'equation aux sections coniques trouvees plus haut. Or je 

considere que les quantites a et ^ sont donnees par les equations 

(n^ H) 

y z=z a-^bx et y' =zb. 

x\insi I'equation dont il s'agit est le resultat de Telimination de a, 6 
et y' entre les Equations 

J = a -f- bx^ y = 6> (« -h nib) {a■^- nb)=i K, 

et I'equation prime de cette demiere divisee par V . On obtiendra 
done aussi le meme resultat, en eliminant d'abord une des deux quan- 
tites a ou ^ entre les deux equations 

y :=: a-^bx et (a -+- mh) (a H- nb) = K, 

et ensuite eliminant I'autre par le moyen de I'equation resultante et de 
son equation prime prise en faisant varier cette derniere quantite, 
Ainsi, eliminant d'abord a, on a I'equation 

[y -\^ [m — x) b][y -h {n — x)b] = K. 

Prenant I'equation prime relativement k by et divisant par ^^ on a 

[ J + (m — x)b] {n — <^) -f- [/ + (^ — «xr) b] {m — x)= o; 
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d'ou Ton tire 

1 (ax — m — n)y 

valeur qui, substituee dans I'autre equation , donnera comme ci-dessus 
I'equation 

{m — /i)y -t- 4K (m — x) {n — a?) = o, 

qui renferme la seconde solution. 

On pent encore considerer que F equation (a 4- rrib) {a -f- nb) = K, 
qui contient la relation entre a et &, dans laquelle consiste la con- 
dition du probleme, donne, par la resolution, a = fb, valeur qui, 
etant substituee dans Tequation j = a -h bx^ la reduit a celle-ci, 
J = f^ -+- bx^ qui ne contient plus que la constante arbitraire i, que 
Ton eliminera par Fequation prime prise relativement a i, savoir, 
f '6 H- a? = o, ce qui donnera encore le meme resultat. Or, par ce que 
Ton a vu ci-dessus,. Tequation y = fb -\- bx est Tequation primitive 
complete de Tequation du premier ordre donnee par le probleme; done 
I'equation resultante de T elimination de b entre celle-ci et Fequation 
f '6 H- a; = o sera precisement I'equation primitive singuliere, d'apres 
la theorie du n** 60 de la premiere partie. 

D'un autre cote, comme Fequation y = ib -\- bx est Fequation 
generale des tangentes de la courbe cherchee i^ IS), on en pent 
conclure que, pour avoir Fequation de cette courbe, il n'y a qu'a re- 
garder la constante arbitraire b qui differentie les tangentes, comme 
variable, et la determiner par la condition que Fequation prime rela- 
tive a cette seule variable ait lieu en meme temps. Et de la Fon voit 
aussi que Fequation primitive singuliere que nous avons trouvee pour 
Fequation du premier ordre donnee par le probleme, n'est autre chose 
que Fequation de la courbe formee par Fintersection continuelle des 
droites representees par Fequation primitive complete de la meme 
equation du premier ordre. 

18. Apres avoir ainsi eclairci la matiere par un exemple, nous 

allons la traiter d'une maniere generale. Soit, comme dans le n^ 10, 

a5. 
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F (.r, J, a, 6) = o r equation de la courbe du contact, que nous avons 
supposee ci-dessus une ligne droite, et soit (p(a, b) = o I'equation qui 
determine la relation entre les deux elements a et b^ donnee par la 
nature du probleme propose; suivant la theorie donnee dans ce 
meme numero, il faudra determiner aet b par les deux equations 

F (or, J, a, 6) = o et F(a?, j, a, 6)'=i o. 

Or nous avons vu, dans la premiere partie (n**46) , que si Ton elimine 
a et b des trois equations 

F (a;, J, a, ^^) = o, F (a?, j, a, b)' = o et F {x, y, a, by = o, 

on a une equation du second ordre entre ^, J, /' et j'^ que nous de- 
signerons par V = o, et dont F (^, j, a, ^) = o sera T equation pri- 
mitive complete, a etb etant les constantes arbitraires ; nous y avons 
vu aussi que si Ton elimine a on b des deux premieres, les deux re- 
sultantes seront des equations primitives du premier ordre de la meme 
equation V = o, et dont celle-ci sera le resultat, en prenant de 
nouveau les fonctions primes et eliminant la constante qui y etait 
restee (n** 47). Done, si de ces deux premieres equations on tire 
les valeurs de a et ^, que nous designerons par P et Q, en sorte que 
Ton ait a = P, i = Q, P et Q etant des fonctions de Xy y et j'; 
qu'ensuite Ton prenne les fonctions primes de ces equations, en y re- 
gardant tou jours a etb comme constantes, on aura les equations du 
second ordre P' = o, Q' = o, qui devront coincider avec Fequation 

V = o; de sorte que Ton aura necessairement 

P' = MV, Q' = NV, 

M et N etant des fonctions de x^ y et j*' sans y'\ car si, par exemple, 
M contenait encore j'', alors I'equation P' = o donnerait, outre 

V = o, cette autre equation du second ordre, M = o, qui ne serait 
pas comprise dans la meme* equation V = o; ce qui ne se peyt. 

Substituant done ces valeurs de a et 6 dans Fequation du probleme 
cp (a, b) = o, on aura 
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prenant ensuite I'equation prime, on aura 



Py(P) + QV(Q) = o, 

en denotantpar (p'(P) et (p'(Q) les fonctions primes de (p(P, Q) prises 
relativement a P et Q isoles; done, mettant pour P' et Q' les expres- 
sions ci-dessus, cette demiere equation deviendra 

V[Mf(P)-hN(p'(Q)] = o, 
laquelle se decompose naturellement en ces deux-ci : 

V = o et M(p'(P) -h W{Q) = o. 

La premiere V = o sera du second ordre et aura pour equation 
primitive complete, 

F{x, J, a, 6) = o, 

c*est-a-dire I'equation meme de la courbe du contact, dans laquelle 
une seule des deux constantes a et ^ sera arbitraire, Tautre etant de- 
terminee par I'equation meme du probleme ^ (a, fc) == o. 

L'autre equation M(p'(P) -h N<p'(Q) == o ne sera que du premier 
ordre et sans constante arbitraire; mais, etant combinee avec Tequa- 
tion (p (P,Q) = o, elle donnera, par Telimination de j', une equation 
entre x ety qui sera Tequation primitive sin'guliere de cette derniere 

<p(P,Q) = o. .,..'. 

Cette equation sera done le resultat de I'elimination des quantites a, 
b et r' entre les quatre equations 

F(a;, j,a,6)=o, F(j7, j,a,6)'=o, <p{a,b)=o et M(p'(a)-hN(p'(^)=o. 

Or, en regardant a eXb comme des fonctions de a; et/, les equations 
a = P, fe = Q , resultant des deux premieres, donnent ces deux equa- 
tions primes : 

a'=P'=MV, et i' = Q'=:NV; 
done 

N _ i;, 

M"" a'' 
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de sorte que la derniere equation se reduira a celle-<;i : 

qui n'est autre chose que I'equation prime de (p(a, 6) = o, divisee 
par a^ D'un autre cote, dans la supposition de a et ^ variables, il est 
evident que la fonction prime de F (a:, j, a, b) n'est pas simplement 
F(a:, J, a, 6)', mais qu'il y feiut ajouter les termes dus a la variation 
de a et 6, qui sont a'¥\a) -h b'¥'{b)^ en designant par F'(a) et 
F' {b) les fonctions primes de F (x, y^ a^b) prises relativement a a et 
a b regardes comme seules variables. Done, prenant les fonctions 
primes de T equation F (.r, j, a, b) = o, on aura 

F {x,y, a, 6/-h a'¥\a) + b'¥\b) = 0; 

mais on a deja T equation 

F {x, y, a, by = 0: 

on aura done n^cessairement; dans la supposition de a et 6 variables, 
r equation 

a'F'(a) -h b'¥\b) = o, 

d'oii Ton tire 

b' _ ¥\a) 
a'~ ¥\by 

c'est la valeur de xr? que Ton pent trouver directement de cette ma- 

niere, et que Ton voit clairement ne pouvoir etre une fonction du 
premier ordre, puisqu'elle ne contient que les quantites a?, j et a, b. 
Done, I'equation dont il s'agit sera, en derniere analyse, le resultat 

b' 

de Telimination de «, t, et— , entre les quatre equations 

F {x,y, a, 6) = o <p (a, b) = o, 
¥\a) + ^F'(6) = o, <p\a) + J <p\b) = o, 

dont les deux dernieres sont les fonctions primes des deux premieres, 
prises relativement a a et&, etdiviseespar a^; I'equation F (a:, j, a,t)=o 



1 
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nest plus necessaire ici, et se trouve remplacee par I'equation 
If 

F'(a) H — } F'(6) = o, qui en est une suite. Done, si Ton reduit 

d'abord les deux premieres en une seule par I'elimination de ^, il ne 
s'agira plus que de prendre I'equation prime de celle-ci relativement 
a a seul, et d'eliminer ensuite a par le moyen de ces deux: le resultat 
sera necessairement le meme qu'auparavant. 

Si done on tire de T equation ^ (a, 6) = o, donnee par les condi- 
tions du probleme entre les elements du contact a, 6, la valeur de b 
en a, et que Ton suppose b = ^a ( 4 etant aussi la caracteristique 
d^une fonction ) , que Ton substitue cette valeur dans Tequation 
F {Xj /, a, t) = o de la courbe du contact, qu'ensuite Ton prenne la 
fonction prime de F (a?, j, a, 4^)? relativement a a seul, fonction que 
nous designerons par a'F'(a, 4^)? ^' ^tant la fonction prime de a 
regarde comme fonction de x, on aura ces deux equations 

F (x, fj a, '^a) = o et F'(a, 4«) = o, 

d'oii il faudra eliminer a; et il est visible que le resultat ne sera autre 
chose que Tequation primitive singuliere de I'equation du premier 
ordre, dont F (a;, /, a, 4^) = ^ sera T equation primitive complete 
(n** 60, premiere partie). 

La courbe representee par cette equation singuliere sera propre- 
ment celle qui resout le probleme, et qui aura la propri^te d'etre tou- 
cheedans chaque point par une descourbes representees par I'equation 

F {x, /, a, 4fl) = o, 

a etant constant pour la meme courbe, mais variable d'une courbe a 
I'autre. 

19. La maniere dont nous sommes parvenus a cette demiere solu- 
tion est la plus directe, analytiquement parlant ; mais on y pent parve- 
nir plus simplement par la consideration suivante. Puisque le probleme 
consiste a trouver la courbe qui aura, dans chaque point, un contact 
du premier ordre avec la courbe representee par I'equation 

F i^y 7) «, 4«) = ^> 
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a etant un parametre indetemiine, ils'ensuit (n^ 10) que Tequation 
de la courbe cherchee doit donner pour y et pour y' des fonctions 
de X de la meme forme que celles qui resultent des equations 

F (j:, /, a, 4^) = o et F [x^ j, a, 4«)' = o, 

en designant par F (a?, j, a, '\d)' la fonction prime de F (or, j, a, 4«) 
relative a ^et j. Or, a etant une quantite indeterminee, on pent la 
supposer telle que la courbe cherchee soit representee par la meme 
equation 

F (x, J, a, 4^) = o, 
pourvu que Tequation prime de celle-ci soit aussi de la meme forme 

F {x^ J, a, 4^)' = o. 

Mais si a est une quantite variable, la fonction prime complete de 
F (a;, J, a, 4^) sera, comme nous Tavons vu ci-dessus, 

F'(a^,7, a, 4«)'-+- «'F'(«5 4^)- 

Done la condition dont il s'agit sera remplie si Ton determine a par 
Tequation 

F'(a, 4^) = o; 

ce qui donnera la demiere solution que nous venons de trouver. 

Toute equation entre x^ y et un parametre indetermine a, que nous 
denoterons, pour plus de simplicite, par f (a;, /, a) = o, represente, 
en donnant successivement a a toutes les valeurs possibles, une famille 
d'une infinite de courbes qui varient de forme ou de position, ou de 
Tune et de 1' autre a la fois, a raison des variations du parametre; et 
si Ton elimine ce parametre par le moyen des fonctions primes, Te- 
quation resultante du premier ordre appartiendra a toute cette famille 
de courbes; elle appartiendra done aussi a la courbe formee par toutes 
ces courbes, et qui les enveloppera, ayant avec chacune d'elles un 
contact du premier ordre. La meme equation f (^, r, a) = o, ainsi 
que son equation prime f (a;, j, a)' = o, prise relativement a a: et j' 
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seuls, devront done avoir lieu aussi pour chaque point de cette eourbe 
enveloppahte, en regardant le parametre a comme une quantite 
variable. Or, dans cette hypothese, la fonction prime complete de 
f (a?, jy, a) est f (a?, j, a)' -H a'i\d)^ en denotant par i\d) la fonction 
prime de f (a?, j, a) prise relativement a a seul, et par a' la fonction 
prime de a, regardee comme une fonction quelconque de x\ done il 
faudra que la valeur de a soit telle, que Ton ait i\d) = o, ce qui 
donnera Tequation primitive singuliere de Tequation du premier ordre 
qui repond a 1' equation 

f (a?, J, a) = o, 

dans laquelle a est regardee comme une constante arbitraire (n^ 60, 
premiere partie) . 

D'oii Ton pent conclure, en general, que Tequation primitive sin- 
guliere d'une equation du premier ordre represente toujours la eourbe 
enveloppante de toutes les courbes qui peuvent etre representees par 
son equation primitive complete, en donnant a la constante arbitraire 
toutes les valeurs possibles. 
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CHAPITRE QUATRlfiME. 



Des contacts du second ordre. ThSorie et construction des SqiuUions 
primitwes singulibres dans les ordres supirieurs. Exemple conte- 
nant la theorie analytique des develoooees. 



20. Gonsiderons maintenant les contacts du second ordre, et^ pre- 
nant F {xj /, a, b^ c) = o pour Tequation de la courbe du contact, 
supposons qu'il y ait entre les trois elements a, bjcla relation donnee 
par r equation (p(a, 6, c) =o. Gomme les valeurs de ces elements 
doivent se tirer des trois equations (n° 10) 

F{x,f,a,b,c) = o, F{x, y,a,b,cy=o, F{x,jr, a, b, cf = o, 

si Ton designe ces valeurs par P, Q , R, requation du probleme sera 

(p(P,Q,R)=o, 

que Ton voit etre du second ordre. Les trois equations a = P, fr = Q , 
e = R donneront, en prenant les fonctions primes dans la supposition 
deaj byC constantes, la meme equation V = o du troisieme ordre, qui 
sera le resultat de Telimination de a, bj c, au moyen des trois. equa- 
tions precedentes, combinees avec I'equation tierce (n® 46, premiere 
partie) 

F{x, x,a,b,cy''=o; 

par consequent, on aura necessairement 

P'= MV, Q'= NV, R'= LV, 
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M, N, L etant des fonctions de x, y^ y' ^\y" sans y^"\ de sorte qu'en 
prenant les fonctions primes de T equation <p (P, Q, R) = o, on aura 

Py(P) + Qy(Q) + RV(R) = o; 
savoir : 

V [M(p'(P) 4- N(p'(Q) + L(p'(R)] =o, 

equation qui se partage naturellement dans ces deux-ci , 

V = o et M(p'(P) -h N(p'(Q) -h L(p'(R) = o, 

dont la premiere est du troisieme ordre, et dont la seconde n'est que 
du second. 

L'equation V = o a, comme nous ravens deja vu, pour equation 
primitive complete I'equation meme 

F(^,7,a,6,c) = o 

de la courbe du contact, dans laquelle a^h^c sent les trois constantes 
arbitraires; mais, comme I'equation du probleme <p (P, Q, R)=o n'est 
que du second ordre, il doit y avoir une relation entre ces trois con- 
stantes, qui les reduise a deux arbitraires; et eette relation est donnee 
par I'equation ^ (a, 6, c) = o qui resulte de la precedente, en substi- 
tuant les valeurs de P, Q, R, tirees des eqimtions a = P, 6 = Q, 
c = R. 

L'autre equation etant du second ordre, on pourra, par son moyen, 
eliminer la fonction y^ de I'equation ^ (P, Q , R) = o, et la resultante 
sera une equation primitive de celle-ci du premier ordre, mais qui ne 
contiendra point de constante arbitraire. Gette equation sera done le 
resultat de T elimination des quantites a, &, e et 7*^, au moyen des 
equations 

F {x, 7, a, h, c) = o, F {x,y, a, h, c)'=o, F (x, j, a, 6, cf=o, 
tp (a, &, c) = o et M(p'(a) + N<p'(ft) -+- L^'(c) = o. 

Or, en regardant a, 6, c comme des fonctions Ae x, la fonction 

- a6. 
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prime de F {^, j, «, b^ c) sera 

F (x, J, a, ft, c)' + a'F'(a) + ft'F'(6) -+- c'F'(c), 

en denotant simplement par F'{a), F'(ft), F'(c) les fonctions primes de 
F (a?, J, a, ft, c) prises relativement a a, ft, c, regardees comme seules 
variables ; done les deux equations 

F (Xj J, a, ft, c) = o et F*(^, y, a, ft, c)' = o 

emporteront celle-ci : 

a'¥\a) -I- ft'F'(ft) + c'F'(c) = o. 

De plus, la fonction prime de F (a;, y^ a, ft, c)' sera, par la m^me raison, 

F (a;, 7, a, ft, c/'-l- a'F'(a)' ^- ft'F'(ft)' + c'¥\c)\ 

en denotant de meme par F\a)\ F'(ft)', F'(c)' les fonctions primes de 
F (a?, J, a, ft, c)', prises relativement ka,byCj regardees comme seules 
variables; et comme, dans la formation de ces fonctions derivees, on 
regarde les quantites a^ b, c comme independantes de x et jr^ il est 
aise de prouver, par les principes etablis dans la premiere partie 
(n** 74), que les fonctions F'{a)', F'(ft)', F'(c)' seront la meme chose 
que les fonctions primes des fonctions F'(a), F'(ft), F'(c), prises rela- 
tivement a «r et J. Done les deux equations 

F {^jXj «, by c)' = o et F(x, j, a, ft, cf— o 
emporteront encore necessairement cette autre-ci : 

a'F'(a)' 4- ft'F' (ft/ + c'F'(c/ = o. 



Si done on combine les deux equations 



F»'-f-i;FW-H^F'(^)'=o, 



a 
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avec Tequation 

^'(«)_H^,p'(^)+£;<p'(c)=o, 

qui resulte de ^ (a, t, c) = o, en prenant les fonctions primes> on aura, 

par r elimination des quantites -r et -?> une equation en a, fe, c et a:, 

J, y' sans y^^^ laquelle sera equivalente a celle que Ton aurait deduite 
des deux equations 

F (a:, 7, a, 6, cf = o et M(p'(a) + N(p'(*) + L^'{c) = o, 

par Telimination de y" . Ainsi, il n'y aura plus qu'a en eliminer a, ^, e 
au moyen des equations 

F(^>/>«j^>c) = o, F{a:,7, a, i>,c)'=o et (p(a,^, c).= o, 

et le resultat final sera la meme equation primitive du premier ordre 
de r equation 

(p(P,Q,R) = o, 

laquelle ne contenant point, par sa nature, de constantes arbitraires, 
ne pourra etre qu'une equation primitive singuliere. 

En effet, si pour simplifier la solution on commence par tirer la 
valeur c de T equation ^ (a, 6, c) =: o, et qu'on la represente par 

4(^9 h)y alors la solution se reduira a eliminer a, 6 et -7 entre les 

deux Equations 

T [x, y, a, b, 4 {a, b)] = 0, F [x, y, a, b, 4 (a, *)]' = o, 

-et les deux equations primes de celles-ci, prises relativement a a et 6 
seuls et divisees par a'j proced^ analogue a celui du n^ 18*. 

21. En general, si Ton a une equation en x^y^t deux constantes 
arbitraires a et fc, que nous representerons par f (.r, j, a, 6) = o ; 
en ^liminant ees deux constantes par le moyen des deux equations 
derivees f (or, y, a, &)'== o et f (a:, y^ a, by ^= o, on aura une equa- 
tion du second ordre V = o, qui appartiendra a toutes les courbes 
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representees par T equation 

en donnant kaet b des valeurs quelconques, et dent, par consequent, 
celle-ci sera T equation primitive complete. 

Done elle appartiendra aussi a la courbe, ou aux courbes formees 
par toutes ces courbes, et qui les envelopperont de maniere qu'elles 
aient avec chacune d'elles un contact du second ordre, c'est-a-dire 
dans lequel les j, j' et j'^ soient les memes. Mais les quantites a et b 
etant constantes dans chaque courbe enveloppee, et variables dans les 
courbes enveloppantes, pour que les y^y' et y soient les memes dans 
les deux hypotheses , il faudra que les equations d'oii elles dependent 
soient aussi les memes. Or, dans la supposition de a et fe variables, 
r equation f (a?, j, a, i) = o donne T equation prime 

f {x, J, a, b)' + a'f '(a) + VVi^) = o; 

done, pour que cette equation se reduise a 

f(^,7, a, ^/ = o, 

comme dans le cas de a et ^ constantes, il faudra que Ton ait 

ar(a) + &r(*)=o. 

De la meme maniere, Tequation f (a:, j, a, J)' = o donne, dans le cas 
de a et i variables, cette equation derivee 



f (x, J, a, by -f. a'r(a)'-h. 6^(6)' = o, 

laquelle ne peut se r^duire a f (a:, j, a, 6)''' = o, comme dans le cas de 
a et b constantes, qu'en supposant 



aT{a)'-hbr{b)'=o. 
Ayant ainsi les quatre equations 

f(x,j, a, «>) = o, f{a?,j, a, 6)' = o," 
i\a)^^X[b) = o et {\o:f^^J\bl = o, 
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il n'y aura qu'a eliminer a, 6 et — ? et Ton aura une equation du pre- 

mier ordre entre x^ y et y\ qui sera celle des eourbes enveloppantes, 
et qui sera en meme temps I'equation primitive singuliere de la meme 
equation V = o. 

On voit par la comment la theorie des equations primitives singu- 
lieres peut s'etendre au second ordre et aux ordres superieurs. On 
voit en meme temps que ces equations representent toujours des 
eourbes enveloppantes, et qui ont des contacts d'un ordre donne 
avec les eourbes enveloppees, representees par les equations primi- 
tives completes, dans lesquelles les constantes arbitraires varient d'une 
courbe a Tautre. Ceci peut servir de supplement et de complement 
a la theorie des equations primitives exposee dans la premiere partie 
(n^ 60). 

Au neste, de meme que les quatre equations ci-dessus 

r(a) + ^ f (6) = o, r(a)'-f- i; f (^/ = o, 

b' 

donnent, par I'^limination de a, 6 et -7 > une equation du premier 

ordre en a?, y et y\ ces equations donneront egalement, par I'^limi- 

nation de ces trois demieres quantites, une equation en a, & et — 7 

qui renfermera les relations que doivent avoir entre elles les deux 
variables a et 6; d'ou Ton voit que ces quantites, qui sont indepen- 
dantes entre elles dans chacune des eourbes enveloppees, ne le sont 
plus lorsqu'elles se rapportent a la courbe enveloppante. On trouvera 
des resultats semblables pour les tequations et les eourbes des ordres 
superieurs. 



22. Supposons que Ton demande la courbe qui aura dans chacun 
de ses points un contact du second ordre avec un cercle represente 
pari' Equation 

(x-aY+{y-hY = c\ 
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et dent les elements du contact a, b^ c aient entre eux la relation de- 
terminee par Tequation 

. (p(a, by c) = o. 

La marche naturelle.pour resoudre ce probleme serait de substituer 
dans cette equation- les valeurs des elements a, b, c trouvees plus haut 
(n"" 11), ce qui donnerait une equation du second ordre, d'oii il fau« 
drait remonter a Tequatipn primitive. 

Mais, sans chercher cette equation du second ordre, on pent d*abord 
conclure de ce que nous venons de demontrer, que Ton aura son equa- 
tion primitive complete, en supposant les quantites a, bj c constantes, 
ce qui redonnera la meme equation au cercle. On en conclura ensuite 
que la meme equation admettra aussi une equation primitive singu- 
Here du premier ordre, qu'on obtiendra en faisant varier les quantites 
a^ b^ c, de maniere que les equations primes et secondes de I'equation 
au cercle soient les memes que si ces quantites etaient regardees comme 
constantes; et que cette equation primitive representera alors la courbe 
ou les courbes formees par la reunion de tous les cercles representes 
par la meme equation, c'est-k-dire qui envelopperont on embrasse- 
ront tous ces cercles. 

Cette equation sera done, par les principes etablis ci-dessus, le re- 

sultat de T elimination des quantites a, b, c et-T> —9 entre les trois 
equations ' ' 

{x — ay-\-(X—by=.e*, x — a'+^y{X — b)=Oy (p{a,b,c)=o, 

et les equations primes de ceUes-ci, prises relativement aux seules va- 
riables a, by c, savoir : 

4 / ?\ cc' h' I 

Mais, comme cette equation extxeXy pourrait se presenter sous une 
forme assez compliquee, il sera plus simple de chercher a determiner 
les valeurs memes de a; et / par une troisieme variable. 
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Pour cela, on eliminera d'abord^' au ihoyen des deux eqtiations 

h' 

X — a-\-y\y — ^) = o et n--7.j'=o; 

on aura celle-ci, 

X — a ^^Vt — ■- = o, 

qui , etant combinee avec la premiere 



{x-ay-^{y-hy^c\ 



donnera sur-le-champ 



ca' r . cb' 

x= a -+- , — : > y = e> -h -7== 



c 

De plus, si Ton substitue ces memes valeurs de x et j dans Tequa- 
tion 

on aura celle-ci , 

laquelle, etant combinee avec Tequation (p(a, 6, c) = o donnee parle 
probleme, servira a determiner deux des trois variables a, b^ c par la 
troisieme, moyennant quoi, les valeurs de a? et/ seront aussi exprimees 
par cette seule variable. 

25. Gomme les quantites a elb sont les coordonnees de la courbe 
qui est le lieu de tons les centres des cercles osculateurs (n** 9), si Ton 
suppose cette courbe donnee, on aura une equation entre a et b^ par 
laquelle on pourra determiner^ en a. Soit done 6 = ^a, on aura 

b =a (p a^ 
et de la 



c'=a'\/i-h{(p'ay; 

ainsi, en designant par A la fonction primitive de a'^i -+- (^'a)% 
3« (fd. a7 
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on aura 

c= A-h A, 

h etant une constante arbitraire; ces valeurs de 6 et c etant substituees 
dans les expressions de x^y^ on aura la courbe cherchee. 

Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des 

centres, requationc'= y/a'* + ft'* feit voir que le rayon c est egal 
a Tare de cette courbe (voyez ci-apres le n® 29) ; de sorte que si Ton 
nomme s cet arc, on aura 

c = ^ + A. 

Nous remarquerons, de plus, que le rayon c sera necessairement 
tangent a la meme courbe; car Tangle que la tangente de cette courbe 

lait avec I'axe a pour tangente la quantite — (n® 7), et comme le 

rayon du cercle osculateur est perpendiculaire a la courbe dont les 
coordonnees sont ^ et / (n® 8) , la tangente de Tangle qu'il fidt avec 

Taxe sera = — — /(n** 7) = ~» en vertu de T equation i -h -^ = o, 

et par consequent la meme que celle de la tangente a la courbe. 

Mais, quoique cette propriete soit demontree de cette maniere, il 
est bon de £iire voir qu'elle est une consequence necessaire de Tanalyse 
employee dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons 
les deux premieres equations 

{x — «)*-h(j — ft)*==c* et X — a-hj'(j — ft)=o, 
lesquelles donnent 

et nous observerons que ces expressions de a et ft peuvent representer 
a la fois les coordonnees de la perpendiculaire a la courbe dont x ^\y 
sont les coordonnees, en regardant x ^\ y comme constantes, et c 
comme une variable, ainsi qu'on Ta vu dans le n^ 8, et les coordonnees 
de la courbe des centres, en regardant x ^\y comme variables, et c 
comme donoee en ^ et j (n** 9). 



DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE QUATRI^ME. 211 

Done la parpendiculaire dont il s'agit sera tangente de cette derniere 
courbe, si la fonction prime de bj regardee comine fonction de a, est 
la meme pour la droite et poor la courbe (n^ 10); ou, en general , si 
les Yaleurs de a^ et de ^\ regardees conune fonctions d'une trolsieme 
variable, sent les mSmes, et par consequent aussi, si les yaleurs de 

— et —sont les memes, soit que les quantites a: et j soient traitees 

comme variables ou non, c'est-a-dire si dans ces valeurs les parties 
dependantes des variations de jo et x ^ont nulles; or, c'est ce qui a 
lieu en effet, comine on le voit par les Equations du numero precedent, 

a'(a? — a)-h6' (j— ^) =cc' et a'H-&'7'=o, 

qui servent a la determination de -7 et de —, , et qui sont les equations 
primes de 

{x — ay -+- ( J — by =ic^ et x — cl + / {y — *) = O5 

en y traitant x ely comme constantes, eta^b comme senles variables. 

Done, puisque le rayon osculateur d'une courbe est partout tan- 
gent a la courbe des centres, et est en meme temps egal a Tare de 
cette courbe, il s'ensuit qu'il pent etre pris pour ce meme arc etendu. 
en ligne droite, et qu*ainsi toute courbe pent etre regardee comme 
formee par le developpement de celle qui est le lieu des centres des 
cercles osculateurs. C'est en quoi consiste la theorie des developpees 
d'Huygens, qui n'avait ete demontree que par des considerations 
geometriques. L'analyse precedente foumit en meme temps T explica- 
tion d'un paradoxe qui se presente lorsqu'on cherche, par les for- 
mules connues, la courbe formee par le developpement d'une courbe 
donnee. 

Si Ton substitue dans 1' equation de cette courbe les expressions 
de ses coordonnees a et 6 en x, y, y et y\ on a evidemment une 
equation du second ordre, d'oii il parait s'ensuivre que Tequation en 
a; et J de la courbe cherchee devrait contenir deux constantes arbi- 
traires, tandis que la generation de cette courbe, par le developpe- 

27. 
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ment de la courbe donnee, n'admet qu'une seule constante arbitraire 
dependant du point ou commence le developpement. 

La rlison de cette difference consiste, comme nous venons de le 
demontrer, en ce que Tequation de la courbe engendree par le deve- 
loppement est proprement Tequation primitive complete d'une equa- 
tion du premier ordre, qui n'est elle-meme que Tequation primitive 
singuliere de T equation du second ordre, donnee par les conditions 
du probleme, et qui, par sa nature, ne pent point avoir de constante 
arbitraire; de sorte qu'il ne pent y avoir qu'une constante arbitraire, 
a raison de la premiere equation primitive. 
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CHAPITRE CiNQUlfiME. 



Des plus grandes et des moindres valeurs des fonctions dune 

variable. 



24. U y a un genre de questions qui, quoique independantes de 
la consideration des tangentes, peuvent neanmoins s'y rapporter. Ce 
sont celles qu'on appelle de maximis et minimis, et qui consistent a 
trouver pour une fonction donnee d'une variable, la valeur de cette 
variable qui rend celle de la fonction la plus grande ou la plus petite. 
Comme les courbes ne sont que la representation ou le tableau de 
toutes les valeurs de la fonction de I'abscisse, representee par Tor- 
donnee, il est visible que la question de trouver la plus grande ou 
la plus petite valeur d'une fonction donnee d'une variable revient 
a determiner la plus grande ou la plus petite ordonnee de la courbe 
dont cette variable serait I'abscisse, et la fonction donnee serait T or- 
donnee. 

Or rinspection seule de la courbe sufBt pour faire voir que ces 
ordonnees ne peuvent etre.que celles qui repondent aux points dont 
les tangentes seront paralleles a Taxe des abscisses. Si la courbe est 
convexe a Taxe, 1' ordonnee sera alors ^videmment un minimum; et si 
la courbe est concave, Tordonnee est un maximum. 

Nous avons vu (n** 7) que la tangehte de Tangle que la tangente 
d'une courbe fait avec I'axe est exprimee, en general, par jy*', y etant 
Tordonnee que Ton suppose fonction de I'abscisse x\ done, pour que 
cette tangente devienne parallele a I'axe, il faut que Ton ait .y' = o; 
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or, si Ton fait f' = o dans les expressions des coordonnees a el b 
(n** 9), qui determinent le lieu du centre du cercle osculateur, on a 

a = 00, b=y-\-y\ 

d'oii Ton voit que si y^' est une quantite positive, ce centre tombera 
au dela de la courbe, qui sera, par consequent, convexe vers I'axe ; 
et que si y'^ est une quantite negative, le meme centre tombera en 
deca de la courbe, c'est-a-dire du cote de Taxe, et que, par conse- 
quent, la courbe sera alors concave vers Taxe. Done la fonctionj' 
sera un maximum ou un minimum, lorsque sa fonction prime j^ sera 
nuUe; et, en particulier, elle sera un minimum lorsque la fonction 
seconde y" sera en meme temps une quantite positive, et un maximum 
lorsque y" sera une quantite negative: c'est en quoi consiste la me- 
thode connue de maximis et minimis. 

25. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette methode 
pent se deduire directement de Tanalyse des fonctions, sans la consi- 
deration intermediaire des courbes. 

Soit f^ la fonction de ^, dont on demande le maximum ou le mi- 
nimum. Soit a la valeur de x qui repond au maximum ou au mini- 
mum; il &udra que la valeur de ia soit toujours plus grande ou tou- 
jours moindre que la valeur de f (a -h i) , quelle que soit la quantite / , 
positive ou negative, et quelque petite qu'elle puisse etre. Je dis 
quelque petite que la quantite i puisse etre, car une quantite est cen- 
see devenir un maximum ou un minimum, lorsqu'elle parvient au 
terme de son accroissement ou de sa diminution , de maniere qu'en 
deca et au dela de ce terme, elle se trouve moindre dans le cas du 
maximum, ou plus grande dans le cas du minimum, que dans le meme 
terme. Concevons ;r a la place de a, la condition du maximum sera 

f (.r -h i) < ix ou f [x H- /) — fa? < o, 

et celle du minimum sera 

f (a; H- i) > fx ou i(x -+- i) — fr > o, 

quelque petit que soit i, positif ou negatif. 
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D^veloppons la fonction f(j; + f') en s^rie, par nos formules 
(n® 40, premiere partie), et arretons-nous d'abord aux deux premiers 
termes, onauraainsi 

{(x-h i) = f 0? -h if'oc -h - f '^ (a: -hj) , 



j etant une quantite renfermee entre les limites o et i. II faudra done 

que Ton ait if'ar H {^^{x -+-y) < o pour le maximum, et > o pour 

le minimum. 

Or nous avons deja vu (n® 5) que I'on pent prendre i assez petit 
pour que la valeur absolue du terme if^x soit plus grande que celle 

du terme — f"(a; -+-y ), ce qui, etant vrai pour une valeur de /, aura 

lieu aussi pour toutes les valeurs de i plus petites ; done la quantite 

Wx H — f "(a: '+-j) deviendra alors positive ou negative, suivant que 

la quantite if^x le sera ; mais celle-ci change de signe avee la quan- 
tite / ; done il sera impossible que la condition du maximum ou du 
minimum ait lieu, a moins que Ton n'ait f^x = o. 

Prenons maintenant dans le developpement de f{x -h i) un terme 
de plus, nous aurons 



{{x -+. /) = fa: -h ifx -4- '^f'x -4- X f'\x +/) ; 



/« .. .» 



donc,acause de f'a?=o, il faudra que Tonait —f'^x -+- -^r''(j;-f-y)<o 
pour le maximum, et > o pour le minimum. On pent aussi prendre / 
assez petit pour que la valeur absolue du terme — f^^x soit plus grande 

que celle de —5 f"'(x -hy ); alors la quantite 

I* 

sera positive ou negative, suivant que celle de — fa? le sera. Done, 
puisque la valeur de i^ est toujours positive, il faudra, pour le 
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maximum, que Ton ait Vx <o, et que, pour le minimum, Ton ait 

rx > o. 

Si Ton fait i"x =. Oj alors reprenant le developpement de i[x + «) , 
et employant un terme de plus, on ^urait 



,** ."8 /* 



fix -h i) = fjc H- if'x -h - f'x -f- -^rar -+- -.-J'^{x -+-/); 

done, puisqu'on suppose fx = o et f^'x = o, on aurait, pour le 
maximum, la condition 






et pour le minimum , ]a condition opposee. Or on pent prendre / assez 
petit pour que la valeur absolue du terme — 5 f'^x surpasse celle du 

terme —0-7 f*"" (a: -hy); alors la valeur de 



-^f'^-^ii f"(- +J) 



sera positive ou negative suivant celle de — 5 F'o;; mais celle-ci change 

de signe avec la quantite i : done il sera impossible que la condition du 
maximum ou du minimum ait lieu, a moins qu'on n'ait £^^x = o. 

Employons encore le terme suivant dans le developpement de 
f (a; + /), on aura 

f{x + i) = {x-+- if'x -f- ^rx ^^rx 
^ ' 2 2.3 



^^"^+ii4:5^'<^-^^")5 



et les conditions du minimum ou du maximum deviendront 



»'* - /B 



2rb '^""'■^ 1x4:5 ^>+>)<^ ^" >^' 

a cause de f'o; = o, T^ = o et {"^x == o. On prouvera ici, comme 
plus haut, que Ton pourra prendre i assez petit pour que le terme 
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affecte de i*y pris absolument, c'est-a-dire abstraction faite du signe, 
devienne plus grand que Tautre terme afFecte de /% et que, par con- 
sequent, la somme des deux termes soit necessairement positive ou 

negative, selon que le terme ' (*^x le sera. D'oii il est aise de 

conclure, a cause que i* est toujours une quantite positive, qu'il 
faudra, pour le maximum, que Ton ait f^^^x < o, et pour le minimum, 
f '""^ > o; et ainsi de suite. 

26. Done, en general, si j est une fonction quelconque de a?, on 
aura d'abord, pour le maximum ou le minimum, la condition j)^' = o, 
laquelle donnera la valeur de x; ensuite j'^< o ou > o, ce qui s'ac- 
corde avec ce que nous avons trouve ci-dessus (n*" 24) . Mais nous 
venons de trouver, de plus, que si y'^ = o, il faudra que Ton ait en 
meme temps jk'''= ^> ensuite /*^ < o pour le maximum, et j*^> o 
pour le minimum; et ainsi de suite. En general, si une fonction derivee 
d'un ordre quelconque pair disparait, il faudra que la fonction de 
Fordre impair suivant disparaisse aussi, et que la suivante de Tordre 
pair soit negative pour le maximum, et positive pour le minimum. 

Si la fonction y n'est donnee que par une equation F {x^jr) = o, 
il n'y aura qu'a prendre Tequation prime 

F'(^)+/F'(7)=o, 
et faire j' = o, ce qui la reduira a celle-ci, 

r{x) = o, 

laquelle, combinee avec F (a:, j) = o, servira a determiner les valeurs 
de J? et/ repondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendra 
Tequation seconde, et faisant de meme j' = o, on aura la valeur de j'^ 
dans laquelle on substituera les valeurs trouvees de x et /, et Ton 
pourra juger, par cette valeur, du maximum ou du minimum; et ainsi 
de suite. 

Si la fonction j" ou C^x devenait infinie, c'est-a-dire si — 7, = o, 
ce serait une marque que le developpement de f (a: -h i) contiendrait, 

3« Sd. tl8 
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pour la valeur trouvee de a?, un terme de la forme Ai'", m etant entre 
I et 2 (n**50, premiere partie); et, en considerant la courbe del' equa- 
tion J = fj?, on pourrait connattre, par la forme de son cours dans le 
point donne, si la fonction y est un maximum ou un minimum (n° 24) . 
On pourrait meme donner pour cela des regies generales, mais qui 
nous ecarteraient trop de notre objet. 

Nous ne nous arreterons pas a donner des exemples des regies pre- 
cedentes pour la determination des muxima et minima; comme elles 
s'aecordent en tout avee celles que Ton connait d'apres le calcul difFe- 
rentiel, on pourra en fedre les memes applications: il n'y aura qu'a 
changer les symboles 

r' r' r"' etc en ^, ^, ^', etc 
J ^ J ^ I ^ eic, en ^, ^,, j^,, etc. 
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CHAPITRE SIXIfiME. 

De la mesure des aires, et de la longueur des arcs dans les courbes 
planes, De la mesure des soUdUes et de celle des surfaces des 
cono'ides. Principe general de la solution analytique de ces ques^ 
tions. 



27. Je viens maintenant a la determination des aires des courbes, 
qu'on appelle communement quadrature des courbes. Considerons, 
en general, la courbe representee par Tequation j := fx, / etant Tor- 
donnee rectangulaire correspondante a Tabscisse x dont elle est une 
fonction donnee. L'espace tennine par cette courbe, par Taxe des 
abscisses, et par une ordonnee quelconque j, sera done aussi deter- 
mine par une fonction de la meme abscisse «r, que nous designerons 
par F,r. Supposons que x devienne x -+- /, cette fonction deviendra 
F (^ H- i) , et il est clair que F (x-h i) — F.r sera alors la portion de 
I'espace correspondante a la parde i de I'axe, et terminee par les deux 
ordonnees fx et f (a? -+- i) repondantes aux abscisses x et X'+' i. Or, 
quelle que soit la courbe proposee, il est aise de se convaincre, merae 
sans figure, que si les ordonnees vont en augmentant ou en diminuant, 
depuis fx jusqu'a f{x-hi), Tespace dont il s'agit sera, dans le pre- 
mier cas, plus grand que Tespace rectangulaire ifx^ et moindre que 
I'espace rectangulaire if{x + i)j et, dans le second cas, plus grand 
que ce dernier, et moindre que le premier. Done il sera toujours ne- 
cessairement renferme entre ces limites ifx et if{x + /), lesquelles 
seront, par consequent, les limites de la quantite F (^ -h i) — Fj; qui 
doit representer ce meme espace. 

Developpons les fonctions f (a: -h i) et F (a: -f- *) suivant notre for- 
mule (n^ 40, premiere partie), et arretons-nous au premier terme 

28. 
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pour la premiere, et aux deux premiers pour la seconde, on aura 

f (o^ H- i) = ix -+- if\x -f-y) 
et 

F (.r -h i) = Fx-+- iF'x + '^ F'\x -hy), 

oil J est une quantite indeterniinee qui peut n'etre pas la meme pour 
les deux fonctions, mais qui doit toujours etre renfermee entre les 
limites o et i. II faudra done que la fonction Fx soit telle, que la 

quantite iF^x H — F'^(.r -hy) soit renfermee entre les limites ifx et 

ifx -f- Pf\x -i'j)^ quelle que soit la valeur de /, et, par consequent, 
en prenant i aussi petit que Ton voudra. Or, Tintervalle entre les 
deux limites etant i^i\x -{- j)y la difference de la quantite dont il 
s'agit et de Tune des limites, savoir, 

*(F'a:-f^)H-i!F>+y), 

devra etre moindre que iH\x -hy ), abstraction faite des signes de 
ces quantites. Mais il est aise de prouver que cette condition ne peut 
avoir lieu pour une valeur de i aussi petite que Ton voudra, a moins 
que le terme affecte de i ne disparaisse; car, autrement, Ton pourra 
toujours prendre i tel que la premiere quantite soit plus grande que 

la seconde, puisqu'il suffira que t'soit plus petit que ^^ ^'\^iv"( ^- X 
On aura done necessairement 

F'.r = ix ; 

et cette condition suffira pour la determination de la fonction F.r, puis- 
que Ton voit qu'elle ne sera autre chose que la fonction primitive de £r . 
Done, en general, la fonction prime de la fonction qui exprime Taire 
d'une xjourbe par Tabscisse est la fonction qui represente I'ordonnee 
de cette courbe; et reciproquement, la fonction qui exprime Taire ne 
peut etre que la fonction primitive de celle qui exprime Tordonnee. 
Ainsi, I'equation d'une courbe etant donnee, pour avoir I'expression de 
Vaire, c'est-a-dire la quadrature de la courbe, il n'y aura qu'a chercher 
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la fbnction primitive de celle qui represente rordonnee, et Ton pourra 
ajouter a cette fonction primitive une constante arbitraire (n° 49, pre- 
miere partie), que Ton determinera par la condition que Texpression 
de Taire devienne nulle au point ou I'on voudra la faire commeneer. 

Nous avons suppose, dans Tanalyse precedente, que les ordonnees 
allaient en augmentant ou en diminuant depuis foo jusqu'a f (a? + i) ; 
cette condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces deux ordonnees 
un maximum ou un minimum; mais, comme on peut prendre I'inter- 
valle / aussi petit que Ton veut, il est clair que Ton pourra toujours 
faire tomber la seconde ordonnee f {x ■+- i) en deca du maximum ou 
du minimum; et que, par consequent, la conclusion que nous en 
avons tiree demeurera toujours la meme. 

Si la fonction fx exprimait I'aire de la section d'un solide, faite 
perpendiculairament a I'abscisse Xy on prouverait de la meme maniei e 
que la solidite serait exprimee par la fonction primitive de fx. Car, 
designantpar Fx la solidite, la difference F (a: -+- i) — Fx exprimerait 
la portion du solide comprise entre les deux sections f (a; + i) et f'r, 
et cette portion serait necessairement intermediaire entre les deux 
solides prismatiques ifx et i( {x + i) , en prenant la quantite /' aussi 
petite que Ton voudrait; d'ou Ton conclurait, comme ci-dessus, 

F'x = fx. 

Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de Taxe des x, on a 
un conoide dont la section perpendiculaire a Taxe et repondant a 

Tabscisse x est un cercle du rayon y-j et dont Faire est ^ > oil tt est 

la circonference du cercle dont le rayon egale i . Or, par la nature de la 
courbe, on a j ±= f^; done Taire de la section sera jtt (fa?)^, et la 
solidite F^ du conoide sera donnee par la fonction prime 

F'x = {yr(fx)\ 

28. Le probleme de la quadrature des courbes est, comme Ton 
voit, le probleme le plus simple de I'analyse inverse des fbnctions, 
puisqu'il ne consiste qu'a trouver la fonction primitive d'une fonction 
donnee. Nous avons indique, dans la premiere partie (chap. VIII), 
les moyens par lesquels on peut faciliter cette recherche; nous ajou- 
terons ici une observation essentielle. 
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Gomme il est souvent avantageux de substituer d'autres variables 
a la place de celle qui entre dans la fonction, pour simplifier ou de- 
composer cette fonction en d'autres plus simples, il ne fiiudra pas 
oublier alors de multiplier la fonction dont il s'agit par la fonction 
prime de sa variable. En effet, nommant u I'aire de la courbe dont 
r est Vordonnee, et regardant y el u comme fonctions de Xy nous 
venons de voir que Ton a u':=y ; mais si Ton suppose x fonction 
d'une autre variable, et que Ton designe par x' et u' les fonc- 
tions primes de :t; et u prises relativement a oette nouvelle varia- 

ble, il faudra substituer — , a la place de u' (n® 50, premiere partie), ce 

qui donnera i/' = jo:'; et ainsi des autres formules semblables. 
Au reste, comme, suivant le calcul differentiel , u' est equivalent 

a -7-^, r equation w' = y donne du=^ydXy et, integrant, u = Jjdx^ 

formule connue pour la quadrature des courbes. 

29. Apres le probleme de la quadrature des courbes, se presente 
naturellement celui de leur rectification, c'est-a-dire de la determi- 
nation de la longueur meme de la courbe. 

Nous partirons, pour la solution de ce probleme, du principe 
d'Archimede, adopte par tons les geometres anciens et modemes, 
suivant lequel, deux lignes courbes, ou composees de droites, ayant 
leurs concavites tournees du meme cote et les memes extremites, celle 
qui renferme Tautre est la plus longue. D'oii il suit qu'un arc de 
courbe tout concave dumeme cote est plus grand que sa corde, et 
en m^me temps moindre que la somme des deux tangentes menees 
aux deux extremites de Fare, et comprises entre ces extremites et leur 
point d'intersection. De la on pent tirer cette autre consequence, que 
la longueur du meme arc se trouvera comprise entre celles des deux 
tangentes menees a ses deux extremites, et terminees aux deux or- 
donnees qui repondent a ses extremites, prolongees, s'il le faut, au 
dela de la courbe. 

En effet, ayant mene la corde qui joindra les deux extremites de 
Tare, il est aise de voir que Tune des deux tangentes rencontrera les 
ordonnees paralleles sous un angle plus aigu que la corde, et que 
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r autre les rencontrera sous un angle moins aigu, et que, par conse- 
quent, la corde sera moindre que la premiere de ces tangentes et 
plus longue que la seconde; done celle-ci sera, a plus forte raison, 
moindre que Tare de la courbe. De plus, si Ton considere les deux 
triangles opposes au sommet, et formes par I'intersection des deux 
tangentes, il est visible que les deux parties de la premiere tangente 
seront respectivement plus longues que celles de la seconde, paroe 
que les cotes formes par ces parties*la se trouvent opposes a des an- 
gles plus grands que les cotes formes par celles-ci. Done la premiere 
tangente entiere sera plus longue que la somme des deux portions de 
tangentes comprises entre leur point d'intersection et les extremites 
deTarc. Done elle sera aussi plus longue que Tare (*)• 

Gela pose, fx etant Tordonnee qui repond a Tabscisse Xy Vx sera 
(n"" 7) la tangente de Tangle sous lequel la tangente de la courbe a 
I'extremite de cette ordonnee est inclinee a Taxe des abscisses ; par 
consequent, iVx sera la partie de I'ordonnee f (a; H- i) prolongee s'il 
est necessaire, comprise entre la tangente et une parallele a Taxe, me- 

nee par Textremite de Tordonnee ix\ done ^1^-+- {ifxy=i^i-i-{f'xy 
sera la partie de cette tangente comprise entre les deux ordonnees, 
eloignees Tune de 1' autre de rintervalle i. De la meme maniere, on aura 
{\x + i) pour la tangente de Tangle sous lequel la tangente dela courbe 
a I'extremite de Tordonnee f (0:-+-/) est inclinee a T axe, et Ton trouvera 

i^i-h [f '(^ H- *)]^ pour la partie de cette tangente comprise entre les 
memes ordonnees fx et f (a; -h i) . 
Soit, pour plus de simplicite. 



(px = v/n-(f'^)% 



{*) Cette conclusion^ en genera], n*est pas admissible; il suffit pour s*en convaincre de re- 
ma rquer que si la corde qui joint les extremites de Tare est parallele k I'axe des abscisses, elle 
sera evidemment plus petite que chacune des deux tangentes en question. Mais elle devient 
parfaitement exacte, et cela suffit pour le but que Ton se propose ici , si Tune des extremites 
de Tare etant fixe, Tautre extremite yarie et pent se rapprocher de la premiere autant qu'on le 
voudra ; dans ce cas , la longueur de la corde et celle de Tare finiront par rester oonstamment 
comprises entre les longueurs des deux tangentes. {J.- J. Serret.) 
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on aura i(px et i(f> {x + i) pour les deux tangentes menees aux deux ex- 
tremites de Tare de la courbe compris entre les ordonnees f ^ et i{x + i) , 
et terminees a ces memes ordonnees; done la longueur de cet arc devra 
etre renfermee entre les deux quantites i(px et itp {x -+■ i), en donnant 
a / une valeur aussi petite que Ton voudra. Done, si 9x est la fonc- 
tion de x qui exprime Tare de la courbe, il faudra que la quantite 
^ {x -\- i) — ^x^ expression de Tare compris entre les ordonnees f r 
et f{x -f- /), soit comprise entre ces deux-ci, i^x et i^{x -+■ /), quel- 
que petit que soit i; d'oii, par un raisonnement semblable a celui du 
n"* 27, on conclura o'o: = ^. Done, pour avoir la longueur indefinie 
de la courbe, il faudra chercher la fonction primitive de la fonction (px, 

oil y^i -f- {{^xY; et comme on pent ajouter une constante arbitraire a 
la fonction primitive, il faudra determiner cette constante de maniere 
que I'expression de Tare s'evanoui^e au point oil Ton voudra le faire 
commencer. 

Done, si Ton nomme s Tare de la courbe dont les coordonnees sont 
X et J, on aura, en regardant / et ^ comme fonctions de a:, a cause 
de fx = J, f'x = j', Tequation 



Et si X ety etaient donnees en fonctions d'une autre variable, comme ^, 
alors, en designant par a?^ j', ^'les fonctions primes relativement a 

cette variable, il faudrait substituer ^f et — a la place de/' et j' (n^ 28) , 

ce qui donnerait cette equation 



entre les coordonnees et Fare. 

Suivant le calcul differentiel, les fonctions derivees s' et j'seraient 

exprimees par ^ c* ^ ' c* T equation / = y/i+j'* deviendrait 



formule connue des rectifications. 
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30. Si Ton imagine que ]a courbe proposee tournant autour de I'axe 
des abscisses engendre un conoide, il est visible que les deux ordon- 
nees fx et ({x -f- i) decriront en meme temps deux cercles dont ces 
coordonnees seront les rayons ; que Tare de la courbe compris entre 
ces deux coordonnees decrira une zone conoidique, et que les deux 
tangentes menees aux deux extremites de cet arc decriront des zones 
coniques. 

Mais quoique I'une de ces deux tangentes soit toujours plus grande, 
et Tautre plus petite que la longueur de Tare, comme nous venons de 
le demontrer, neanmoins, comme elles tombent toutes les deux du 
meme cote de Tare, il est possible que les zones coniques qu'elles de- 
crivent soient a la fois plus grandes ou plus petites que la zone conoi- 
dique decrite par Tare. Pour eviter cet inconvenient, il n'y a qu'a 
transporter parallelement a elle-meme la seconde tangente qui repond 
a Textremite de I'ordonnee f(x-h i)y de maniere que le point oil cette 
tangente est terminee par la premiere ordonnee fx tombe a Textre- 
mite de cette ordonnee, et devienne secante de la courbe. Alors cette 
secante et la tangente au m^me point, tomberont Tune d'un cote, et 
I'autre de 1' autre cote de Tare; et meme la plus longue tombera 
toujours en dehors et la plus courte en dedans de Tare, comme il est 
&cile de s'en convaincre par la construction : de 9orte que la zone 
conoidique decrite par Tare se trouvera necessairement renfermee 
entre les zones coniques decrites par la tangente i^x et par la secante 
i^ {x H- i) . 

Or on sait, par la geom^trie, que la surfece convexe d'un c6ne 
tronque est egale a son cot^ multiplie par la demi-somme des drcon- 
ferences des deux bases ; done, si Ton designe par t la circonference 
du cercle dont le rayon = i , la surface de la zone conique decrite par 
la tangente i^x sera 



i^xffx + -fo^W, 



puisque les rayons des deux bases sont, Tun fx, et I'autre fx + if^x ; 
et la surface de Tautre zone, decrite par la tangente ou secante 

3* ^d. *jQ 
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/(p(j?-+-i), sera 

i(p {x -f- /) f^-h ' f (a; + /) hr ; 

car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cone 
seront fx et fx + if^{x -+- i). 

Si done Ton designe par $ar la fonction de Tabscisse x qui exprime 
la surface du conoide, il est clair que la zone conoide sera exprimee 
par la difference $(a:+ i) — $x, et que cette difference devra etre 
renfermee entre les deux quantites 

iir^x ( fa: -+- - f'^ j et iyr^ [x •+- /) fa? -+- - f ' {x -h i)U 

en donnant a / une valeur quelconque aiissi petite que Ton voudra. 
D'oii Ton pourra conclure, par un raisonnement analogue a celui du 
n^ 27, que cette condition ne pourra avoir lieu, a moins que Ton n'ait 

^'x = TT^xtx = Tffx y/l -J- (f'^)^ 

Done on aura la surface du conoide propose, en prenant la fonction 
primitive de la fonction 



Trfx^i -+- [f^xy ou 7ry\j\ H-j'*- 

51. En general, supposons que Ton cherche la fonction Yx par 
cette condition, que la difference F (j?-+- j) — Yx doive etre renfermee 
entre les deux quantites ii{x^ i) et i^ (a?, i), f et ^denotant des fonc- 
tions donnees de x et'i telles, qu'en faisant /=o, on ait fx = ^x, et 
que cette condition doive avoir lieu en donnant a i une valeur quel- 
conque aussi petite que Ton voudra 

En employant notre theoreme, on reduira la fonction F (a? -+- i) a 

Fx + iF'x + ^F'{x^j), 



et les fonctions f (a?, /), <p(Xj i) a 



fx -h i{'{x, j) , (px + i^\x, j) , 
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la quantitey etant indeterminee, mais comprise entre les limites o et /, 
et pouvant etre difFerente dans les difFerentes fonctions ; les fonctions 
derivees, marquees par F', F'^, se rapportent a la variable a?, et les 
fonctions derivees, marquees par f, ^', se rapportent a la variable i. 
Done, puisque Ton suppose fx = (px, la condition dont il s'agit se 

reduira a faire en sorte que la quantite ^F'a? -f- — F'^ (j? -f-y ) soit com- 
prise entre les deux quantites ifx H- i^f'{xy j) et i(x -+- i^(p\x^ y), 
quelque petite que puisse etre la valeur de /. Done il faudra que la 
difference 

i{rx - fx) -f- i* [IF^Ca; -hy ) - f'{xj)] 

ne soit jamais plus grande que la difference 

i*[<p\x,j)-('{x,j)]; 

mais, tant que le terme multiplie par la premiere puissance de i ne sera 
pas nul, on pourra toujours prendre /assez petit pour que la premiere 
quantite devienne plus grande que la seconde, car il suffira pour cela 

de prendre i moindre que la quantite -7^ — .x^T^^ , .x > abstraction 

faite du signe de cette quantity. Done la condition proposee em- 
porte necessairement celle-ci, 

F'j? — fa? = o, 
et, par consequent, 

F'o: = fx , 

c'est-4-dire que la fonction cherch^ Fa: devra etre la fonction primi- 
tive de fx; et pour avoir la valeur complete de Fx, il faudra y ajouter 
une constante arbitraire que Ton d^terminera par les conditions de la 
question. 



^9- 
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CHAPITRE SEPTIfiME. 



Theorie du contact des courbes a double courbure. Du rayon oscula- 
teur, des centres de courbure, et du lieu de ces centres. Des deve- 
loppees des courbes a double courbure. Quadrature et rectification 
de ces courbes. 



32. Les courbes planes appartiennent a la geometrie de deux di- 
mensioDs, et ne dependent, par consequent, que de deux coordon- 
nees. Les courbes a double courbure doi vent appartenir a la geometrie 
de trois dimensions, puisqu'elles ne peuvent etre tracees que sur la 
surfiice des corps solides; aussi dependent-elles de trois coordonnees 
perpendiculaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisieme, 
de sorte qu'elles ne peuvent ^tre representees que par deux equations 
entre trois indeterminees. 

Soient done, pour une courbe quelconque a double courbure, 

y = ix, z = (px, 

vT, J, z etant les trois coordonnees rectangulaires. Soient de meme, 
pour une autre courbe donnee, 

p^q^r etant pareillement ses trois coordonnees rapportees aux memes 
axes que les precedentes. Si Ton veut que ces deux courbes aient un 
point commun pour I'abscisse x^ il faudra qu'en faisant/? = x^ on ait 
aussi 

q=y et r = z\ 
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done 

jr z=zFx et z = ^x. 

Pour un autre point queleonque repondant k Fabseisse x -+- ij les 
ordonnees / et z seront f (or + z), ^ (j: -+- «), et les ordonnees q, r 
seront F (a? -f- £), $ (d? -f- i); et faisant, pour abreger, 

d = f{x-h i) — F(a:H- z), «^ = (p(a? •+- z) — 0(a? + i), 



il est facile de eoncevoir que la distance D entre les points des deux 
courbes qui repondent a la mSme abscisse x -h i sera exprimee par 



D = v/e/* -h r. 



De la, par une analyse semblable a celle qui a ete deyeTopp^e an com- 
mencement de cette seconde partie, on prouvera que si f'x = F'u', 
(p^x = ^^Xj il sera impossible qu'aucune autre courbe donnee, qui ne 
satisferait pas aux memes conditions, puisse passer entre les deux 
courbes dont il s'agit. 

Si Ton avait, de plus, 

rx = F''x et <p''x = *V, 

on prouverait, de la meme maniere, qu'aucune autre courbe pour 
laquelle ces equations n'auraient pas lieu ne pourrait passer entre 
les memes courbes; et ainsi de suite. 

Ainsi, en appliquant aux courbes a double courbure les memes 
notions des differents ordres de contact des courbes ordinaires, on en 
conclura que les deux premieres conditions di^termineront un contact 
du premier ordre, que les deux suivantes determineront un contact 
du second ordre; et ainsi de suite. 

En general, en nommant x, /, z les coordonnees d'une courbe pro- 
posee, et/7, 9, r les coordonnees de la courbe donnee, pour laquelle 
on demande les conditions du contact d'un ordre donne avec la courbe 
proposee, si F (/?, qyr)=zo et * (/?, q^r) = o sont les deux equa- 
tions de la courbe donnee, on aura, pour un contact du premier 
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ordre , les tjuatre equations 

* (^> r, z) = o, $ {x,y, z)' = o; 
pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux equations 

F (^, J, zY = o, <S> {x, J, zY = o; 

et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions deriv^es, y et z 
comme fonctions de x. On satisfera a ces equations par le moyen des 
constantes arbitraires a, &, c, etc. , qui entreront dans les fonctions 
donnees F (/?, q, r) et ^ (/?, q^ r), et que Ton pourra appeler, comme 
ci-dessus (n** 10) , elements du contact, lorsqu'elles seront determinees 
en fonctions de a:, j, z, /', z', etc. 

33. Prenons pour la courbe donnee une ligne droite determinee 
par les deux equations 

q =z a -+- bpj r = c -+- dp; 

pour qu'elle ait un contact du premier ordre, c'est-a-dire pour qu'elle 
soit tangente d'une courbe quelex)nque proposee et rapportee aux 
coordonnees a;, j, z, on aura ces quatre equations 



jr = a-i- bxy z=^c + dx^ j' = ft, z'^=^d^ 

d'oii Ton tire 

a^iy — j'a?, c=:>z — z^x\ 

de sorte que Im equaticMis de la tang^fite rapportee aux coordonnees 
p^ y, r seront 

^ =y —y'^ H- J>. r = z — z'x-^ z'p. 

D est facile de voir que ces deux equations representent les deux 
tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe 
proposee sur les deux plans des a? et j et des a? et z (n** 6) ; de sorte 
que, pour mener une tangente a une courbe k double courbure, il 



1 



I 
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suffira toujours de mener les tangentes a ses deux projections, et la 
droite dont ces deux tangentes seront les projections sera la tangente 
cherchee. 

54. Supposons que Ton demande le cercle osculateur d'une courbe 
a double courbure. 

Pour avoir, de la maniere la plus simple, les equations generales 
d'un cercle trace sur un plan quelconque, nous considererons le cer- 
cle comme forme par Tintersection d'un plan qui passe par le centre 
d*une sphere; le rayon et le centre de la sphere deviendront alors ceux 
du cercle, et le plan sera le plan meme du cercle, 

L'equation generale d'une sphere rapportee aux trois coordonnees 
/?, q^ r est 

{p - ay -h{q- by + (r - c)' = d\ 



oil a, by c sont les coordonnees du centre, et d est le demi-diametre 
ou rayon. L'equation d'un plan rapporte aux memes coordonnees, et 
passant par le point qui repond aux coordonnees a, ^, c, est, en 
general , 

p — a -j- m{q — i) -f- n (r — c) = o, 

m et netsjitdeux constantes arbitraires, qui determinent I'inclinaison 
du plan a I'^gard des plans fixes des coordonnees. Le systeme de ces 
deux equations representera done un cercle dont le rayon sera dj 
dont le centre sera determine par les coordonnees a, i, c, et dont le 
plan dependra des quantites m et n. 

Si done Ton change dans ces equations les quantites /;, 9, r en 
^9 Xj ^j ct <P^ l'<>^ ^^ prenne les equations primes et secondes, on 
aura ces six equations : 



{x - ay -h (r - by-¥ {z - c)»= d\ 
X — a-\-m{y — b) -hn{z — c) ^ o, 
a; — a -\ry\y — b) -+-)5'(z — c) =r o, 



I -\- my' -^ n^ := o 



1 -t-/' -h «'• -^-y^y - b) -^Z"{Z- C) = Or 



my^-i- nz" =s^ o> 
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dont les quatre premieres renfermeront les conditions necessaires pour 
que le cercle dont il s'agit ait un contact du premier ordre avec toute 
courbe a double courbure, dont x^ y^z seront les coordonnees, y etz 
etant donnees en fonctions de ;r ; et si Ton y joint les deux dernieres, 
on aura les conditions necessaires pour un contact du second ordre, 
c'est-a-dire pour que le cercle devienne osculateur de la courbe. 

Comme il y a dans ces equations six quantites indeterminees a, b^ c, 
rf, m et /i, on pourra satisfaire a toutes ces conditions, et le cercle oscu- 
lateur sera determine de grandeur et de position. Mais, si Ton ne 
demande qu'un cercle tangent, il restera deux indeterminees, pour 
lesquelles on pourra prendre le rayon d^ et une des .deux quantites 
met n. Dans ce cas, done, T equation 

X — a-\-.y {y — b)-+- z' {z — c) = o 

determinera le plan dans lequel se trouveront les centres de tons les 
cercles qui peuvent etre tangents; et comme le rayon du cercle tangent 
est neoessairement perpendiculaire a la courbe, cette equation sera 
celle d'un plan perpendiculaire a la courbe, en prenant a, ^, c pour 
les coordonnees du plan. 

Considerons maintenant le contact du second ordre. Les trois pre* 
mieres equations donneront 

(ny—mz')d , (n — z')d fm—y)d 

en faisant, pour abreger, 

R = \l{r^'— mz'Y -f- (/I — z'Y H- (m —y'y . 



Ces valeurs etant substituees dans la cinquieme equation, on en tirera 






Enfin, la quatrieme et la^ixi^e equation donneront 
valours que Ton substituera dans les expressions precedentes 
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On trouvera d'abord, apres quelques reductions, 



et de la 



zY-y'z" ' 

^y"'\'z"^+{zy~yz''f 
. _ . . (I +y^+z'^)[z^-y{zy-fz")\ 

La quantite d sera le rayon osculateur de la courbe proposee, et les 
quantites a, by c seront les coordonnees de la courbe des centres de 
tous les cercles osculateurs ; mais cette courbe ne sera pas pour cela 
une developpee, comme dans les courbes a simple courbure. 

35. Pour s'en assurer et trouver en meme temps les conditions 
necessaires pour qu'elle devienne une developpee de la courbe a 
double courbure, il n'y a qu'a employer des considerations semblables 
a celles du n^ 23. 

Reprenons les valeurs de a, ^, c, tirees des trois premieres equa- 
tions, nous aurons 

(nr' — mz')d 

a = X — ^^^ — g — ^, 

Ges expressions, en regardant les quantites x^ /, z, /', z\ ainsi 
que m et n, comme constantes, et la quantity d comme seule variable, 
donnent les coordonnees de la droite dans laquelle est place le rayon 
osculateur; mais, en regardant toutes ces quantites comme variables, 
et niy Fly ^ comme donnees en a;, puisque j et z sont censees donnees 
en Xy ces memes expressions representent alors les coordonnees de 
3' ^d. So 
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la courbe des centres. Or, pour que la meme droite devienne tangente 

de cette courbe, il faut que les valeurs de -7 et -r > en regardant b etc 

comme fonctions de a, ou, en general, a^byC comme fonctions d'une 
autre variable quelconque, soient les memes dans les deux cas. Done 

les valeurs de 3? > j> > -ji devront etre aussi les memes, soit que les quan- 

tites a, 6, c, d soient scales variables, soit que les quantites ar, j, z, 
met n varient aussi en mSme temps; par consequent, il faudra que 
les equations qui determinent ces valeurs aient lieu egalement dans 
les deuK hypotlieses. 

Or, si Ton considere les equations qui ont servi a determiner les 
quantites a, 6, c, dyinet n en x^ j, y\y" ^ et que Ton regarde toutes 
ces quantites comme variables a la fois, il est clair que les deux equa- 
tions 

emporteront encore ceile-ci , 

— a\x — a) — h\y — h)— c\z — c) = dd! , 

qui n'est que T equation prime de la premiere, en supposant a, i, c, d 
seules variables. De meme les deux equations 

X — a H-/' ( J — fe) H- z'(z — c) = o 
et 

I ^y'^^z'^^y'{y - 6) -h z"{z — o) == o 



emporteront celle-ci , 



a'H-7'*'+z'c' = o, 



qui est egalement T equation prime de la premiere, en ne prenant que 
a, 6, c pour variables. Ces deux Equations ont done la condition 
demandee; mai&, comme ellea ne suffiseat. pas pour la d^temunation 

des trois quMitites> >' ^' j/' il iaudra trouv^er, de la meme maniere, 

une troisieme equation qui contienne les fonctions primes a\ b\ c'\ 
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or, les deux precedentes ayant ete deduites de F equation de la sphere, 
il feudra tirer la troisieme de Tequation du plan 

X — a -h /w ( J — ^) H- /I (z — c) = o, 

laquelle, en faisant tout varier, et ayant egard a Tequation 



donnera celle-ei, 



I -+- my -+- nz' = o, 



— a' — mV — /ic'-f- m\y — 6) + n'(z — c) = o, 

qui est, comme Ton voit, I'equation prime de la precedente, en sup- 
posant aj bjCy nij n variables a la fois; par consequent, cette equation 
n'aura pas la condition demand^e, a moins que la partie dependante 
de la variation des quantites m et n ne disparaisse, c'est-a-dire a 
moins que Ton n'ait 

m' {y — ^) •+- ^' (2 — c) = o- 
Si cette condition a lieu, alors T equation restante 

combinee avec les deux equations que Ton vient de trouver, donnera 
les valeurs de ^ 7 -j'^ d'^ ^^ seront les memes, soit que les quantites a, 

bj c, d soient seules variables, soit que a?, y, z^ m etn varient aussi 
a la fois. Par consequent, la droite dans laquelle est place le rayon 
osculateur deviendra tangente a la courbe des centres: done aussi ce 
rayon sera tangent de la mSme courbe, puisqu'il est termine a cette 
courbe. Dans ce meme cas, les ex^H^ssions precedentes de a, ^, c 
donneront sur-le-champ ces fonctions primes, 

a — ^ , b — g , c — J. , 

d'oii Ton tire 

a'^ -i- b'^ -h c'' ^ d'\ 

3o. 
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et de la 

Or nous verrons ci-apres ( n^ 37 ) que cette equation montre que d 
est Tare de la courbe dont a, b^ c sont les coordonnees. Done le rayon 
osculateur sera non-seulement tangent a la courbe des centres, mais 
encore egal a Tare de cette courbe. II ne sera done autre chose que 
le developpement de cette meme courbe, laquelle sera, par conse- 
quent, la developpee de la courbe proposee, dont a?, j, z sont les 
coordonnees. 

56. La condition m'( j — ^) -h /i'(z — c) = o, que nous venous 
de trouver pour que la courbe ait une developpee, a evidemment lieu 
lorsque m et n sont constantes ; et, dans ce cas, la courbe sera toute 
dans un plan determine par ces constantes. Si ces qiiantites ne sont 
pas constantes, elles determineront le plan tangent de la courbe; et 
lorsque Tequation precedente aura lieu, les rayons osculateurs for- 
meront une surface courbe developpable. Gar, en ajoutant a cette 
equation T equation 

I -h my' -+- nz' ^= o, 

qui est une de celles du n** 34, on aura celle-ci , 

I H- /wj*'h- nz'-h m' {y — i) -h/i'(z — c) = o, 

qui n'est autre chose que Tequation prime de T equation du plan 

X — a -h m ( J — b) + n (z — c) = o, 

en regardant les coordonnees a, &, e du plan comme constantes, et 
la quantite x qui sert ici de parametre, et dont les autres quantites 
yy z, m^ n sont supposees fonctions, comme seule variable ; ce qui 
constitue le principe des surfaces developpables, comme on le verra 
plus bas. 

Au reste, il y a une maniere plus generale de concevoir les deve- 
loppees des courbes, laquelle consiste a prendre le rayon de la deve- 
loppee dans une position inclinee au plan tangent, et qui donne lieu 
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a plusieurs belles proprietes des courbes et des surfaces. Comme les 
bornes que nous nous sommes prescrites ne nous permettent pas 
d'entrer dans ce detail, nous ne pouvons qu'inviter nos lecteurs a voir 
cette nouvelle theorie dans le tome X des Memoires presentes a T Aca- 
demie des Sciences. 

57. Si Ton trace la projection d*une courbe a double courbure sur 
le plan des x et/, on pent regarder cette courbe de projection comme 
Taxe curviligne de la courbe a double courbure; de sorte qu'en nom- 
mant s Fare de la courbe de projection dont les coordonnees sont a;, 
J, et supposant que cet arc soit etendu en ligne droite, on aura s eXz 
pour les coordonnees rectangulaires de la courbe a double courbure 
supposee appliquee sur un plan. 

Cette consideration nous oflfre le moyen d'appliquer immediate- 
ment aux courbes a double courbure les formules de la quadrature et 
de la rectification des courbes planes (n'**27, 29). Pour cela, il n'y 
aura qu'a substituer s au lieu de a?, et z au lieu de /, dans les expres- 
sions de yx' et 0p^4-/^; on aura zs ' et y/j'* + jz'* , et comme Tare s 
est determine par Tequation 



en iaisant cette substitution, on aura les deux formules 



y/x'^-^-y'^ et yjx'^ ^y'^^z 



f% 



dont la premiere sera la fbnction prime de I'aire, ou de la sur&ce du 
cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe a double 
courbure et qui est termine par le contour de cette courbe, et dont 
la seconde sera la Ibnction prime de Tare de la meme courbe. 
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CHAPITRE HUITIfiME. 



Des surfaces courbes etde leurs plans tangents. Thiorie du contact 
des surfaces courbes. Des contacts des differ ents ordres. 



38. Les surfaces courbes se determinent aussi par trois coordon- 
nees rectangulaires, comme les lignes a double courbure, mais avec 
cette difference, que pour les surfaces, deux des coordonnees sont 
independantes entre elles, et la troisieme est fonction de ces deux; de 
sorte qu'une surface n'est representee que par una seule equation 
entre les trois coordonnees. Ainsi les deux equations qui determinent 
une courbe a double courbure representent chacune en particulier 
une surface courbe, et la courbe representee par le systeme de ces 
deux equations est formee par T intersection des deux surfaces. La 
theorie des surfaces depend done de I'analyse des fonctions de deux 
variables, et pent etre traitee comme la theorie des courbes, et par les 
memes principes. Ainsi, de meme qu'une ligne droite pent etre tan- 
gente d'une courbe, un plan pent etre tangent d'une surfece, et Ton 
determinera le plan tangent par la condition qu'aucun autre plan ne 
puisse etre mene par le point de contact entre celui-la et la surface. 

Soient x, j, z les trois coordonnees de la surface donnee, et/;, q^ 
r les coordonnees du plan tangent rapportees aux m^mes axes recta'n- 
gulaires, on aura, par la nature de la surface, 

et par la nature du plan, 

r = a -4- 6/? + cqy 
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a,h^c etant les trois constantes qui determinent la position du plan. 
D'abord, pour que le plan ait avec la surface un point conimun, il 
faut que son equation subsiste, en supposant que les coordonnees/?, 
q^ r deviennent a:, j, z ; ce qui donnera cette premiere equation, 

z = a -h tx H- c^. 

Gonsiderons maintenant un autre point de la surface repondant aux 
coordonnees a? + «, J + o, I'ordonnee perpendiculaire z deviendra 
f (a; + ^ J + o). Faisons aussi, dans Tequation du plan, 

Tordonnee perpendiculaire r deviendra 



a 4- ft (^ 4- + c (7 H- o), 

et la distance entre les points correspondants de la surface et da plan 
sera exprimee par 

f (a: H- /, J + o) — a — b {x -^ i) — c (7 -+• o). 



La fonction i{x + i, / -h o) pent se developper dans cette serie 
(n** 73, premiere partie) 



done, a cause de 

f (a;, j) = z = a -h fto: + cy-, 

la distance dont il s'agit, que nous designerons par D, sera exprimee 
ainsi: 



/I 



K'f'(a?,r)-h7f^(a?,7) 



oil Voa voit d'abord que les qoantites i et o demeurant ind^rminees, 
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la valeur de D deviendra la plus petite, si Ton determine les quantites b 
et c de maniere que les termes multiplies par i et o disparaissent, ce 
qui donnera (n*" 77, premiere partie) 

b = V{x, y) = z', c = f,{a?, y) = z,; 

et comme on a deja trouve 

a + io? -h cj = z, 

on aura les valeurs des trois constantes a, fc, c de Tequation du plan 
en fonctions de a:, j, z. Ges valeurs seront done 

a = z — ^z' — yzp b = z\ c = z^; 

et la position du plan sera entierement determinee. 

Par Tevanouissement des termes multiplies par les quantites i et o, 
r expression de la distance D ne contiendra plus que des termes mul- 
tiplies par des puissances ou des produits de ces memes quantites. Si 
Ton faisait passer un autre plan, par le meme point qui repond aux 
coordonnees x ety, on trouverait pour la distance que je nommerai A, 
entre les points de la surface et du nouveau plan correspondants aux 
coordonnees ^ ■+■ /, et j + o, une expression semblable a celle de D, 
mais oil les termes multiplies par i et par o ne se detruiraient plus. Or 
il est facile de voir que Ton pent prendre les quantites i et o assez 
petites pour que les termes multiplies par les premieres puissances de i 
ou de o deviennent plus grands que les autres termes multiplies 
par des puissances ou des produits de plusieurs dimensions; ce qui 
porterait d'abord a conclure que Ton pent toujours donner a i et o 
des valeurs assez petites pour que la distance A surpasse la distance D; 
en sorte qu'il soit impossible que le dernier plan passe entre le premier 
et la surface. 

39. Mais cette consequence, qui serait legitime si les expressions de 
D et A n'etaient composees que d'un nombre determine de termes, 
pourrait soufFrir des difficultes a raison des suites infinies qui entrent 
dans ces expressions. On pent neanmoins les eviter en employant le 
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developpement que nous avons donne dans le chap. XIII de la 
premiere partie, et en s'arretant aux termes du premier ordre. On 



aura amsi 



H f" {x -h Ai, 7 -+- Ao) -+. iof {x -h Aj', 7 H- Ao) 



o» 



-f„(a? + Ai', J + Ao), 



et la valeur de la distance D se reduira a 



D = - F(:r 4- Ae, J + Ao) -f- wf' (or -f- A/, j -f- Ao) 



^f„(^ + AJ, 7-f-Ao). 

Pour tout autre plan represente par 1' equation 

r = fit -f- P/7 -h yqj 

et ayant le m^me point conmiun avec le premier plan et la surface, 
cette distance, que j'appellerai A, contiendrait, outre les termes pre- 
cedents, encore ceux-ci du premier ordre 

t[f'(ar,r)-p] + o[f,(a;, j)-7]; 

d'oii il est fecile de conclure que Ton pourra toujours prendre i et o 
assez petits pour que cette distance A surpasse la distance D. Done il 
sera impossible que ce dernier plan puisse passer entre la sur&ce et le 
plan represente par T equation 

r = a -h bp -h cq; 

par consequent, celui-cisera tangent de la surface donnee, en faisant, 
comme ci-dessus, 

a = z — xz^ — jz,, b=z'y c = z^. 

D'oii Ton voit que la position du plan tangent depend des deux fonc- 
tions primes z^ et z^. 



Z*ed. 
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En efFet, il est facile de trouver, d'apres I'equation 

r = a + ft/? 4- cy, 

que si Ton nomme flerinclinaison du plan represente par cette equation 
sur le plan des coordonnees /? et q, et |3 Tinclinaison de la ligne d'in- 
tersection de ces deux plans a Faxe des abscisses/;, on aura 

b = sin|3 tang 66, c = cos p tang a, 

d'ou Ton tire 



b 



tanga = y/ft* 4- c* et tang|3 = - 

Done, puisque les axes des coordonnees x, y^ z sont les memes que 
ceux des coordonnees/?, 9, r, les angles etetCy relativement au plan 
tangent, seront pareillement determines par ces formules 



tangflt = Y/z'*4-z/, tang|3 = 



z 



40. En general, z = f{Xjf) ^tant Tequation de la surface pro- 
posee, et r = F (/?, q) celle d'une surface donnee, si Ton veut que 
ces deux surfaces aient un point commun qui reponde aux coordon- 
nees 07, J, Zy il &udra que Tequation r = F (/;, q) ait lieu aussi en 
faisant p = x, q =jr^ r = Zj ce qui donnera 

z = F{x, jr). 

Ensuite, si Ton considere les points des deux sur&ces qui repondent 
aux memes coordonnees x + i et / -h o, et que Ton nomme D la 
distance entre Tun et Tautre, c'est-a-dire la partie de Tordonnee qui 
se trouvera comprise entre les deux surfaces, il est visible que Ton 
aura 



D = f (o? + / , y H- o) — F (a? + i, 7 + o). 



Developpons ces deux fonctions par les formules du n^ 78, pre- 
miere partie, en nous arretant d'abord aux termes du premier 
ordre ; nous aurons, en mettant z, z' et z^ a la place de f (a?, jr). 



1 
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D= i [z'-r{x,y)] + o[z,-F^{x,y)\ 

io [f (^ + a/, J H- Ao) — F' {x -h a/, 7 -H Ao)] 
7 K, (^ + ^*'» J -f- Ao) — F„(a; -f- A«, j + Ao)]. 

Supposons que les termes multiplies par i et par o disparaissent, ce 
qui a lieu en faisant z' = F' (or, j) et z, == F,(^, y), Texpression de 
D ne contiendra plus que des termes d'un ordre superieur; et il est 
facile de prouver que Ton pourra toujours prendre i et o assez petits 
pour que cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une 
pareille quantite pour une autre sur&ce donnee, dans laquelle les 
termes multiplies par i et par o ne se detruiraient pas. Done, si I'equa- 
tion r = F (/?, gr) de la surface donnee contient trois constantes arbi- 
traires a, b, c, et qu'on les determine de maniere a satisfaire aux trois 
equations 

z = F{x, j), z'=F'{x, j), z, = F,(a?, j), 

il sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisfendt pas aux 
memes conditions puisse passer entre cette meme sw&ce et la surface 
proposee dont les coordonnees sont a?, j, z. 

II est visible que les trois equations precedentes ne sont autre chose 
que Tequation meme de la surface donnee, en y changeant les coor- 
donnees/?, (jy r en x, jr, jz, et les deux equations primes de celle-ci, 
prises suivant x et suivant y. D'oii Ton pent conclure, en general, 
que si F (/?, gr, r) = o est Tequation de la sur&ce donnee, les trois 
equations dont il s'agit seront renfermees dans celles-ci , 

F('^iJ,^) = o, F'(^, J, z) = o et F,(a:, J, z) = o, 

en regardant z comme fonction de a? et 7 ; de sorte que si Ton de- 

signe simplement par F'(a?), F'(/), F'(z) les fonctions primes de 

F (^j Xy z)y prises relativement a Xj jy, z seuls, les deux demieres 

3i. 
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equations deviendront 

• F' {x) + z'F' (z) = o, F'( j) -{- z,F' (z) = o. 

Done, si la surface proposee est representee par T equation 
f (j:, J, z) = o, et que la surface donnee qui doit avoir un point de 
contact a vec celle-la soit representee par 1' equation F (a:, j, z) = o, la 
premiere donnera, en prenantles fonctions primes relatives kxety, 
ces deux-ci , 

f (;r) + zT (z) = o, f'( j) -h z,f'{z) = o. 

Ces deux equations combinees avec les deux precedentes, de maniere 
a en chasser les derivees z' et z,, on aura ces deux-ci , 

IM-IM f'(j)_£Ii). 

F'(x)-FXzy FXy)-FXzy 

d'ou il s'ensuit que les trois fonctions derivees f'(^), f '(/)> f'(^) doi- 
vent etre respectivement proportionnelles aux fonctions derivees 

r{x), F'(j), F'(;.). 

41. Si dans Texpression generale de la distance D, on developpe 
les deux fonctions qu'elle contient^ en poussant le developpement 
jusqu'aux secondes dimensions de i eto, et que Ton suppose que les 
trois equations ci-dessus aient deja lieu , on aura simplement 

D = ^ [z"-F"{x,x)] + «>[< -F; (.., J)] + ^* [z„ - F„{x, y)] 
+ iLA«'+':^A'H-^A'+4A,, 

2.3 a ' a " 2.3 '" 

en &isant, pour abreger, 

A"'= r{x -f- A/, J + Ao) — F'\x -4- A/, J -h Ao), 
A' = f (^ H- At, J -f- Ao) — F' (x H- Af, J -f- Ao), 

etc. 
Done, si Tequation r = F (/?, gr) de la surface donnee est telle, que 
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Ton puisse encore satisfaire aux trois equations 

z''= F" {X, X), z = F; {X, 7), z,.= F„ {X, X), 

les termes du second ordre disparaitront aussi dans Texpression de D, 
et Ton prouvera aisement qu'il sera toujours possible de prendre les 
quantites i et o assez petites pour que la distance D soit plus petite que 
la distance A pour toute autre surface donnee qui ne satisferait pas 
aux memes conditions ; d'oii il suit qu'il sera impossible que cette sur- 
face passe entre la surface donnee dont I'equation est 

et la proposee dont I'equation est 

et ainsi de suite. 

Si Ton represente, en general, par F { /?, ^r, r) = o I'equation de la 
surface donnee, qui doit avoir un point de contact avec une autre 
surface dont les coordonnees sont a:, y , z, les trois dernieres equations 
seront renfermees dans celles-ci , 

F'' {oc, y, z) = o, F; {x, 7, z) = o, F„(ar, j, z) = o, 

en regardant z comme fonction de a? et / ; et ainsi des autres. 

On pourra done etendre aux surfaces la theorie des contacts de 
differents ordres que nous avons exposee relativement aux lignes 
courbes, et en deduire des resultats semblables. Ainsi, pour le contact 
du premier ordre, on aura T equation 

F {x, 7, z) = o 

avec ses deux equations primes suivant x ety; pour le contact du 
second ordre, on aura, outre les trois equations precedentes, les trois 
equations secondes de 

F {xy J, z) = o, 
suivant x, suivant j, et suivant x ety; et ainsi de suite. 
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42. Prenons, pour la surface donnee, la sphere dont T equation la 
plus generale est 

{p-aY+ {q-bY^{r-cy=d\ 

p^q^r etant les trois coordonnees d'un point quelconque de sa surface , 
a, &, c les trois coordonnees qui determinent la position du centre, 
et d le demi-diametre ou le rayon. 

En changeant dans cette equation/?, ^, r en a:, j, z, et prenant 
eiisuite les deux equations primes suivant x et y, on aura ces trois 
equations : 

{x — ay -t- (7 — hf + (z — cy — rf^ = o, 
X — a -h z' (z — c) = o, y — 6 -f- z, (z — c) = o, 

par lesquelles on pourra determiner d'abord les trois constantes a^b^c; 
on trouvera ainsi : 

a = X -+- 



b=y-+— -^ - , 

d 

et le rayon d sera encore arbitraire. 

La sphere determinee par ces elements sera done tangente de la 
surface, et par consequent son rayon sera perpendiculaire alameme 
surface. Ainsi, en regardant la valeur de ce rayon comme indeterminee, 
les trois quantites a, 6, c seront les coordonnees de la perpendicu- 
laire a la surface, r/ etant variable, et x^y^ z constantes. 

Si Ton veut avoir ces elements a, 6, c, ainsi que les angles ctet p du 
n°39, exprimes en difFerentielles, il n'y aura qu'a representer les fonc- 

tions derivees z' ^ z^ par les differences partielles -jr^'j-' 

45. Pour que la sphere devienne osculatrice de la surface, on aura 
encore trois autres equations qui seront les trois equations secondes 
de la premiere equation ci-dessus ; mais comme il ne reste plus qu'une 



DEUXIEME PARTIE. — CHAPITRE HUITIJ^ME. 2^7 

arbitraire dy il est clair que Ton ne pourra pas satisfaire a toutes ces 
equations; d'oii il suit qu'il est impossible de trouver, en general, 
une sphere osculatrice d'une surface, comme on trouve le cercle oscu- 
lateur d'une courbe. 

Si, au lieu d'une sphere, on voulait employer la surface formee 
par la rotation d'un arc de cercle autour de sa corde ; comme on aurait 
dans Fequation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait 
alors determiner ces elements de maniere que le contact du second 
ordre eut lieu, en general, avec une surface quelconque. 11 en serait 
de meme pour toute autre surface dont Tequation renfermerait au 
moins six constantes arbitraires. 
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CHAPITRE NEUVlfiME. 



Des spheres osculatrices . Des Ugnes de plus grande et de moindre 

courbure. Propri6tes de ces Ugnes. 



44. Nous venons de voir que parmi toutes les spheres touchantes, 
il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatriee de 
la surface; mais on peut toujours determiner celle qui sera osculatriee 
. d'une courbe quelconque tracee sur la meme surfeice. Pour cela il n'y 
aura qu'a supposer/ fonction de x, comme dans les courbes a double 
courbure, et prendre, dans cette hypothese, les equations primes et 
secondes de T equation de la sphere 

(x — ay^{jr — by -f- (z — cy — d' = o. 

L' equation prime sera 

X — a H- j'( J — b) -+- (z'h- j'z,) {z — c)= o, 

en regardant toujours z comme fonction de x etj, dont les deux 
fonctions primes sont z' et z,, et ensuite y comme fonction de a:, dont 
y est la fonction prime. On trouvera, de la meme maniere, cette equa- 
tion seconde , 

L'equation prime est deja remplie par les deux equations primes du 
nM2, 

X — a -^ z'{z — c) = o, jr — b -h z^{z — c) = o. 
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Aiiisi, il ne reste qu'a satisfaire a 1' equation precedente, laquelle, a 
cause de jr — b -+- z^{z — c) = o, se reduit a celle-ci : 

I +/'+ {z'-h/z,)\-^ {z" -+- ly'z ^y'\) {z-c) = o. 

Si done on substitue dans cette equation la valeur de c trouvee ci- 
dessus (numero cite), on en pourra tirer la valeur de rf, et Ton aura 



Connaissant ainsi le rayon d de la sphere osculatrice, on aura, par les 
formules du meme numero, les valeurs des coordonnees a, 6, c du 
centre. 

45. La quantite j', qui entre dans les expressions precedentes, 
depend de la courbe qui est la projection de celle que Ton suppose 
tracee sur la surface. Cette courbe etant arbitraire, on pent chercher 
celle dans laquelle le rayon de courbure d sera un maximum ou 
minimum; et pour cela, il n'y aura qu'a egaler a zero la fonction 
prime de I'expression de d, regardee comme fonction de y (n** 26). 
Mais, pour simplifier le calcul, nous observerons que, puisque 

d= {z — c) y/i H- z'^ H- z*, le maximum ou minimum de rf, relative- 
ment a j', repondra au maximum ou minimum de c; ainsi il n'y 
aura qu'a prendre F equation prime de la derniere equation ci-dessus 
entre c et j-', en supposant nulle la fonction prime de c, c'est-a-dire 
en ne regardant que j' comme variable. On aura de cette maniere 
r equation 

/ + Z, (z' -4-7'z,) -+- {Z +7\) {Z—C)=: O, 

qui, etant combinee avec la m^me equation, serviraa determiner j'et c. 
Si Ton multiplie cette equation par/' et qu'on la retranche de 1*^- 
quation dont il s'agit, on aura celle-ci plus simple, 

I -4- z'^ 4./z'z,-f- (z'' H-/z ) (z — c) = o, 

que Ton combinera avec la precedente. 
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Par r elimination de z — c, on aura une equation en j' de cette forme 

A/^-B/-C = o, 
en faisant, pour abreger, 

A = (i+z')z' — 2'2,Z,,, 

et la resolution de cette equation donnera 
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equation du premier ordre en x, jetj', puisque z etant, par la 
nature de la surface, une fonction donnee de a? et j, les quantites A , 
B, G seront aussi des fonctions donnees de x ety. Done I'equation 
primitive en ;r et j renfermera une constante arbitraire, et represen- 
tera une infinite de courbes qui seront les projections des lignes de 
plus grande et de moindre courbure de la surface proposee. 

Si Ton combine les deux equations ci-dessus de maniere a £iire dis- 
paraitre les termes oil y ' et z — c se trouvent ensemble, on en tirera 

z — z z 

Done, substituant la valeur de/\ et faisant, de plus, 

E = iz'z,z - (i-h ^'*) z„~ (I 4- z;)z.^ 
on aura 

_ E±:V'B'H-4AC 

2(^ Z—Z^ *) 

et de la 



^ _ (E±:v/B'+4AC) y/i+z^'+z; 

d'oii Ton voit que les deux valeurs du radical donnent. Tune le 
maximum, et Tautre le minimum du rayon d. 

II y a done, a chaque point de le surface, deux branches qui se cou- 
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pent et qui r^pondent, I'une a une ligne de plus grande, et I'autre a une 
ligne de moindre courbure ; et Tangle sous lequel elles se coupent, 
depend de la double valeur de la quantite y\ qui est egale a la tan- 
gente de Tangle forme par la tangente de la courbe de projection sur 
le plan des x et y avec Taxe fixe des x. Or, comme la position de ce 
plan est arbitraire, on peut la prendre de maniere qu'il coincide avec 
le plan tangent de la surface , alors la projection de la courbe se con- 
fondra avec la courbe meme, et les deux valeurs de /' deviendront 
les tangentes des angles que les tangentes des deux branches de plas 
grande et de moindre courbure feront avec une meme ligne; par con- 
sequent, la difference de ces angles sera Tangle cherche sous lequel 
ces branches se coupent ; done, nommant « et |3 les deux valeurs de J^ 
la tangente de cet angle sera, par les formules connues, 



i + «/3~ A— C 

Mais il est facile de voir, par les formules du n® 58, que, pour que le 
plan tangent d'une surface coincide avec le plan des x et/, il faut que 
les valeurs de z' et z^ soient nulles. Faisant done dans les expressions 
de A, B, C, 

j2'=0, 2,= 0, 

on aura 

ce qui donne 

A — C = o. 

Ainsi la tangente de Tangle dont il s'agit sera infinie, et, par conse- 
quent. Tangle sera droit. D'ou Ton doit conclure, en general^ que les 
lignes de plus grande et de moindre courbure d'une sur&ce quel- 
conque se coupent toujours a angles droits. 

46. La propriety du maximum et du minimum n'est pas la seule 
qui caracterise ces lignes, elles sont encore distinguees par rapport a 
leurs developpees. En effet, si Ton cherche les conditions necessaires 
pour que le rayon de courbure soit partout tangent a la courbe des 
centres, on trouvera, par des considerations semblables a celles du 

32. 
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11° 55, appliquees aux expressions des coordonnees a, 6, c de cette 
courbe (n*^ 42) , que ces conditions se rediiisent a ce que les valeurs 
des fonctions primes a', b' ^ c' soient les memes, soit que la quantite d 
soit seule variable, ou que les quantites x^ j, z varient en meme temps 
que d. Ainsi, si Ton prend les equations primes des trois equations 

{x - ay -f- { J - by + {z-cy = d\ 

X — a -^ z\z — c) = o, y — 6 -t- z, (z — c) = o, 

d'oii resultent les valeurs de a, 6, c, il faudra que la partie due a la 
seule variation de x^ /, z soit nulle. Or il est visible que la seconde et 
la troisieme equation rendent nulle cette partie dans I'equation prime 
de la premiere equation ; done il suffira de prendre les equations 
primes des equations 

X — a -f- z' {z — c) = o, y — b '\- z^{z — c) = o, 

en regardant a, 6 et c comme constantes. Ces equations seront done, 
en regardant, comme ci-dessus (n° 44), y comme fonction de x, et z 
comme fonction de a? et/, 

1 -+- z'^ H-7'z'z,4- (z'^-h/V ) (z — c) = o, 
j'-h z^'-i- jV + (z +7'zJ (z — c) = o; 

et si on les compare aux deux equations du numero precedent, qui 
determinent le maximum et le minimum de d^ on voit qu'elles sont 
identiquement les memes; d'oii il suit que les lignes suivant lesquelles 
le rayon de courbure sera tangent de la courbe des centres sont les 
memes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure. 

Mais les expressions de a, &, c du n^ 42 donnent, en ne faisant 
varier que rf, 

d'z' 



a' = 



3} 






v/i+. 
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d'oii Ton tire 

a'^ + b'^ ^ c'^ = d'\ 
et par consequent 

d'oii Ton conclura (n° 57) que la quantite d sera egale a Tare de la 
courbe dont a^ bj c sont les coordonnees. Ainsi cette courbe sera la 
veritable developpee des lignes de plus grande et de moindre courbure; 
et reciproquement il n'y aura, sur une surface quelconque, que ces 
lignes qui puissent avoir une developpee formee par les rayons de 
courbure. 

Ces proprietes des surfaces sont tres-curieuses, et meritent toute 
Tattention des geometres ; elles donnent lieu surtout a des applica- 
tions importantes pour les arts. ( Voyez les Memoires de Berlin pour 
Tannic 1 760, les tomes IX et X des Memoires presentes a T Academic 
des Sciences, et \ Application de V Analyse a la Geometrie^ par 
M. Monge.) 

Au reste, pour traduire ces formules en calcul difFerentiel, il n'y 

aura qu a changer / , 7 en ^, ^, et z , 2,, z , z , z,, en ^, j^. 

d'^z d^z d*z 
dx* dxdj dy^ 
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Solution des questions dans lesquelles on propose une relation erUrc 
les elements du contact du premier ordre des surfaces courbes. 
Construction de cette solution. Equation des surfouces develop- 
pables. 



47. On peut proposer sur les differents contacts des surfaces , des 
problemes analogues a ceux qui nous ont occupes, relativement aux 
lignes courbes (chap. Ill ), et les resoudre par des principes sembla • 
bles. Nous nous contenterons ici de considerer les contacts du pre- 
mier ordre. 

Suivant les formules du n^ 41, si T equation F (/?, q^ r) = o, de la 
surface donnee, contient trois constantes arbitraires a^b^ c^ pour que 
cette surface ait un contact du premier ordre avec une sur&ce quel- 
conque rapportee aux coordonnees a?, j, z, il faut determiner a, 6, c 
en 07, /, z par les trois equations, 

F(a:,j, z) = o, F'(^, J, z) = o, F,{x,7, z)=o, 

dont les deux dernieres se reduisent a la forme 

¥'{x) H- z'r{z) = o et F'(j) -+- z,F'(2) = o. 

Done, si la question est de trouver la sur&ce pour laquelle les trois 
elements du contact a, 6, c auront entre eux une relation deter- 
niinee, il faudra substituer, dans Tequation qui exprime cette relation, 
les valeurs de a, bj c, et si cette equation est entre les quantites «, 
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/>, c et x^ /, z, on aura une equation du pranier ordre en cc^y^ Zj z^ 
et z,, qu'on pourra traiter par la methode gen^rale du n*" 92 de la 
premiere partie. 

Mais si I'equation dont il s'agit n'etait qu*entre les trois quantites 
ay by c, la solution du probleme serait beaucoup plus simple. En effet, 
il est clair que Ton peut alors supposer que les quantites a, b^ c soient 
constantes ; et dans ce cas, I'equation 

sera T equation primitive de I'equation du premier ordre donnee par les 
conditions du probleme, en y substltuant pour une des trois con- 
stantes a, by Cy sa Taleur tiree de I'equation donnee ; on aura ainsi une 
equation primitive qui ne sera que particuliere ; mais, comme elle ren- 
ferme deux constantes arbitraires, on pourra, par la methode du 
n** 83 de la premiere partie, trouver I'equation primitive generale qui 
donnera la solution complete du probleme* 

On fera done, suivant cette methode, b = ^y si a et b sont les 
deux constantes arbitraires; et Ton eliminera a au moyen de Tequation 
F [Xy fy z) = o et de son Equation prime, prise relativement a la seule 
quantite a, equation representee par 

F'(a) + (p'a.F'(&)=o, 



en d^otant par F' (a) et F' (b) les fonctions primes de F (.r, j, z), 
relativement aux variables isolees a et ^. 

48. Pour voir comment le systeme de ces deux equations satisfait au 
probleme, on observera d'abord que I'equation F(ar, j, z) = o repre- 
sente la courbe donnee avec laquelle la proposee doit avoir un con- 
tact du premier ordre; ainsi cette equation resout le probleme, 
quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais comme le 
contact demande par le probleme exige seulement que les valeurs 
de z et de ses deux fonctions primes z' et z^ soient les memes pour les 
deux courbes, il s'ensuit qu'il aura egalement lieu en supposant aetb 
variables, pourvu que ces fonctions primes soient encore les memes. 
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Or, c'est precisement ce qui resulte du systeme des deux equations 
dont il s'agit, comme on peut s'en convaincre par le num^ro cite. 

Nous observerons ensuite que la surface representee par le systerae 
de ces equations ne sera autre chose que la surface formee par Tinter- 
section continuelle des surfaces representees par la meme equation 
F {Xy fj z) = Oj en y faisant varier le parametre a; de maniere que 
cette surface touchera ou enveloppera a la fois toutes ces differentes 
surfaces particulieres. En effet, si Ton represenle, ce qui est permis, 
oette surface enveloppante par 1' equation 

F{x,x,z) = o, 

dans laquelle a soit une quantite variable quelconque, et que Ton 
cherche a determiner cette quantite de maniere que la meme surface 
touche successivement toutes les surfaces donnees, il faudra satisfaire a 
r equation 

F'(a)H-?'a.F'(6) = o 

pour que les valeurs de z' et z, soient les memes que celles des sur- 
faces enveloppees. Ceci repond a ce qu'on a trouve plus haut 
(n° 19), relativement aux lignes courbes. 

49. Puisque Tequation F (j?, j, z) = o renferme les trois arbi- 
traires a, 6, c qui doivent etre determinees par la combinaison de 
cette equation avec ses deux equations primes prises relativement a x 
et J, en regardant a^ b^c comme constantes ( n** 47 ); si Von regarde 
maintenant ces quantites comme des fonctions de x et /, il est clair 
qu'on aura aussi separement les deux equations primes de la meme 
equation relativement a ces quantites. Ainsi, endesignant par F'(a), 
F'(i), F'(c) les fonctions primes de la fonction F (j:, /, z) prises rela- 
tivement aux seules quantites a^byC considerees separement, on aura 
encore ces deux equations primes 

a'F'(a) H- b'r{b) + e'F'(c) = o, 
a,F'(a) + b,r{b) + c,F'(c) =o. 

Soit c == f (a, b) Tequation qui exprime la relation donnee entre 



i 
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les quantites a^by c, en prenant de meme les deux equations primes, 
on aura 

c = a^r{a) + bf{b), 

f (a) et f ' (b) etant les deux fonctions jM^imes de f (a, b) prises relati- 
vement a a et ^ isolees. Substituant ces valeurs de c^ et c^ dans les 
deux equations precedentes, on aura 

a'[F'(a) -i- r(a).F'(c)J H- b'[F\b) + ('{b).r{c)] = o, 
a,[F'(a) + r(a).r(c)] + i,[F'(A) + r(*).F'(c)] = o, 



o*»n I 



d'ou Ton tire cette equation 

a' 6, — b' a^=i o, 

oil la fonction designee par la caracteristique f n'entre plus. 

Si done on substitue dans cette equation a'b ^ — 6'a, = o les va- 
leurs de a, b enXjjTy z' et z,, on aura une equation du second ordre, 
dont r equation primitive du premier ordre sera 

c = f(a, b), 

la fonction designee par f etant arbitraire; et Tequation primitive de 
celle-ci, entre x, /, z, sera le systeme de I'equation 

F{Xyjryz) = Oy 

et de son equation prime prise relativement k a, apres y avoir sub- 
stitue f (a, b) pour c, et ^a pour by la fonction ^a ^tant la seconde 
fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette maniere, trouver Tequa- 
tion primitive de toute Equation du second ordre reductible a la forme 

a'fc, — &'a, = o , 

les quantites a, b etant deduites d'une equation quelconque 

F (a?, 7, z, a, b, c) = o, 

3« Sd. 33 
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entre les quantites x, j, z, a, A, c, et de ses deux equations primes 
prises dans Thypothese de a, ft, c constantes ; ce qui fournit une 
methode importante pour les progres de Tanalyse inverse des fonc- 
tions de deux variables. 

50. Appliquons la theorie precedente aux plans tangents. Nous 
avons trouve plus haut que les elements a, ft, c du contact d'un plan 
represente par T equation 

r = a 4- ft/? -i- c<7j 
sont exprimes ainsi : 

a = 2; — xz^ — yz^y b = z\ c=:^z^. 

Done, si Ton a une equation quelconque entre ces trois quantites, 
laquelle donne, par exemple, 

c = f (a, ft), 

Tequation primitive de cette equation du premier ordre sera repre- 
sentee par le systeme de ces deux equations 

z = a ■+- x(pa -]-f{{a, ^), i-f- xq^'a -h jf (a)' = o, 

en denotant par (p'a et f (a)' les fonctions primes die ^ et de f (a, (pa) 
relatives a a. La quantity a devra etre eliminee pour avoir une equa- 
tion en a:, /, z ; et la fonction (pa sera la fonction arbitraire. 

Cette equation sera done celle de la surface formee par T intersec- 
tion continuelle de tous les plans representes par T equation 

z = a -+- x^ -h f( (cLy (pa) , 

en &isant varier successivement le parametre a; ce sera, par conse- 
quent, une surface developpable, puisqu'on pent concevoir que le 
meme plan tangent, suppose flexible et inextensible, s'applique et 
se plie sur la sur&ce sans duplicature ni solution de continuite; et reci- 
proquement, que la surface s'applique et se developpe sur le meme 
plan sans se briser ou se replier. 
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Puisquea = z — xz' — yz,, et b=zz\ on aura 

/ ff ' ' 'Lf If 'L ' 

a =z — xz' —yz , a,= —xz^—yz^y b =z , o^=zy, 

done 1' equation dh^ — a,6'= o ( n** 49 ) deviendra 

{xz" -f- yz ) z' — {xz + js„) z" = o; 
savoir , 

' 9 ff 

z ^ — z z„=o. 

t ff 

Ce sera T equation generale des surfaces developpables, dont, par 
consequent, Tequation primitive sera le systeme de ces deux-ci : 

z=- a '+'X(pa '+-yfa et i -H a^'a -+- jf'a =o, 

<pa et fa denotant deux fonctions arbitraires de a. ( F^oyez le tome X 
des Novi Commentarii de Petersbourg, et les ouvrages deja cites a la 
fin du chapitre precedent.) 
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CHAPITRE ONZIfiME. 



Des plus grandes et des moindres ordormees des surfaces courhes. 
Solution generale des questions de maximis et minimis. Maniere de 
distinguer les maxima des minima dans les fonctions de plusieurs 
variables. 



SI. Si Ton demande les plus grandes et les moindres ordonnees 
d'une surface domiee, il est aise de concevoir qu'elles ne peuvent 
repondre qu'aux points oil le plan tangent devient parallele au plan 
des X et J ; done on aura^ dans ces points, tang^t = o, et par conse- 
quent (n*'59) 






ce qui ne pent avoir lieu qu'en faisant a la fois z' = o et z^ = o. Ce 
sont la les conditions necessaires pour que Tordonnee z devienne un 
maximum ou un minimum. 

Puisque z pent representer une fonction quelconque de a? et j, on 
on conclura, en general, que, pour qu'une fonction de deux variables 
devienne un maximum ou un minimum, il faut que ses deux fonctions 
primes relatives a chacune de ces variables soient nulles. 

Mais on pent parvenir directement a cette conclusion par la consi- 
deration des fonctions d'une seule variable, suivant la theorie du 
\f 24, et trouver en nieme temps les conditions necessaires pour que 
le maximum ou minimum ait lieu. En effet, z etant fonction de x et/, 
on pent supposer d'abord x donne, et chercher le maximum ou mini- 
mum de z relativement a j; on aura, pour cela, T equation z^ = o, et 
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ensuite z^^< o pour le maximum , et > o pour le minimum. Si done 
on substitue dans z la valeur de j tiree de I'equation 2, = o, cette 
quantite z deviendra une simple fonction dex^ et sera deja un maxi- 
mum ou minimum relativement a /. II n'y aura done qu'a la rendre 
encore un maximum ou minimum relativement a la quantite x qui 
avait ete supposee constante ; or, jr devant maintenant etre regardee 
comme une fonction de x donnee par I'equation z^= o, il est clair 
que la fonction prime de z relativement k x ne sera pas simplement z\ 
mais z^ -^ yz^i et sa fonction seconde, relative aussi a x, sera 
z^'h- 2jV '+'y^^f/ + y^^f9 ^^ d^signant toujours par j' et ^ les 
fonctions primes et secondes de / relativement a a?. On aura done 

et comme on a deja z, = o, cette seconde Equation se reduira a 
2'= o. De sorte qu'on aura, pour la determination de x et j, les 
deux conditions z' = o, z, = o, comme plus haut. 

Maintenant, ilfaudra deplusqueronaitz"-i-2jV H-j'^5;^,-f-yz,<o 
pour le maximum, et >o pour le minimum; mais, comme j doit etre 
determinee par Tequation z, = o, j' le sera par son equation prime 

laquelle donne 

r'= — ^• 

Ainsi Ton aura, pour le maximum, 
et pour le minimum, 

ou bien, puisque z^^ doit etre aussi < o dans le premier cas, et > o 
dans le second, il faudra que Ton ait, tant pour le maximum que pour 
le minimum , 

z%— z ^>o. 

D'ou Ton pent conclure que les valeurs de x et j, tirees des equations 
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z^ = oetz^=^Oj donneront un maximum ou un minimum, sui^ant que 
Ton aura z,,< ou >o, pourvu que Ton ait en meme temps 

ce qui emporte, comme Ton voit, la condition que z^^ et z^^ soient de 
meme signe. 

Done, si z'^z^^ — z * = ou < o, il n'y aura ni maximum ni minimum, 
a moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi, auquel cas le 
jugement dependra des fonctions quartes, et ainsi de suite. 

II ne suffit done pas, pour re:^istence du maximum ou minimum, 
que Ton ait z'^<o et 2;,,<o, ou z'''>o et z,^>o, comme on pourrait 
le conclure du chap . XI de la seconde partie du Calcul differentiel 
d'Euler. 

52. U est facile d'appliquer la methode precedente aux fonctions 
de trois variables. Supposons que u soit fonction des variables oc^j^ z\ 
regardant d'abord xe\.y comme constantes, et z seul comme variable, 
on aura, suivant la notation deja adoptee (n"" 92, premiere partie), 
^1^ = pour la condition du maximum ou minimum, et ensuite „u<C^o 
pour le maximum, et ,^w > o pour le minimum. L'equation ^w = o 
donnera la valeur de z en x et/, qu'on substituera et qu'on sup- 
posera substituee dans la fonction Uj moyennantquoicette fonction, 
ne contenant plus que les deux variables x et j, retombera dans le 
cas que nous venous de resoudre. 

Pour construire des formules generales, on remarquera que si u 
n'etait qu'une fonction de ^r et j, on aurait, pour le maximum et le 
minimum, les conditions u' =0 et w, = o; ensuite pour le maximum, 
z/^^<o, et pour le minimum, w^^ >o, et enfin u^u^^ — w' '>o pour les 
deux cas. Mais, puisque u contient de plus z, qui est elle-meme une 
fonction de x et y^ les valeurs des fonctions designees par u\ m^, 
u'\ etc., ne seront pas simplement exprimees par ces quantites; 
mais il faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la quan- 
tite Zj regardee comme fonction de x et y. Ainsi, en prenant les 
fonctions primes et secondes de 2/, on trouvera que la quantite u' 
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devient u' -h ^uz'^ que la cpantite m, devient w,-f- u^z^^ que la quan- 
tite u'^ devient m'' -4- a,w'z'4-,ws" + ^ttz'% que la quantite «,, 
devient u^^-^ !iyU^z^ + ^uz^^-^- ^uz^y est que la quantite u devient 
u H- ,w^z'-+- ,u' Zj-^ ^uz -H „uz'Zf. 

Done on aura d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux 
conditions 

u' + ^uz' =i o, ^, -i- ,w^/ = o; 

de sorte qu'a cause de ^i^ = o, on aura ces trois equations 

w' = o, w,= o et ^w = o; 

c'est-a-dire les trois fonctions primes de u relatives a x^y^ z, chacune 
egale a zero. 

Ensuite, a cause de ,a = o, on aura w,, 4- 2,a,z, + ^/uz^<io pour le 
maximum, et > o pour le minimum; et pour Tun et Tautre, 

(w''-h2,a'z'+„wz") {u„-^%,u,z,'^,ju.zj)>{u ^^u^z'-^^u' z,-\-^juzzy. 

Mais, comme la valeur de 2 en j? et j* depend de T equation ^w = o, 
on prendra ses deux equations prim^ suivant x et y^ pour avoir les 
valeurs de z' et de z^ on aura done 

,w'-h^,ttz' = o et ,a^4-^,wz^ = o; 
d'oii Ton tire 

z' = — '— et z, = — ^- 

On substituera done ces valeurs, et comme Ton a deja trouv^ ^ju < o 
pour le maximum, et > o pour le minimum, en multipliant la pre- 
miere condition par ^u^ on aura une quantite qui devra toujours etre 
> o . Done les conditions pour le maximum on minimum se reduiront 
a ces trois-ci : 

^ju < o pour le maximum et >o pour le minimum, 

,/*.«^^ — ,w;>o, 
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On voit, par la marche de cette methode, comment elle peut s'e- 
tendre a un plus grand nombre de variables, et on en peut d'abord 
conclure, en general, que Ton aura les equations du maximum ou 
minimum d'une fonction quelconque de plusieurs variables, en egalant 
a zero les fonctions primes de cette fonction, prises relativement a 
chacune de ces variables ; ce qui donnera autant d'equations que de 
variables. A Tegard des autres conditions necessaires pour I'existence 
du maximum ou minimum, on les trouvera successivement paries prin- 
cipes et les formules que nous venons d'exposer. 

55. Pour donner un exemple de la methode de maximis et mini- 
mis, supposons qu'on demande la plus courte distance entre deux 
lignes droites donn^es de position dans Tespace. Soit pour Tune des 
droites I'abscisse a?, ses deux ordonnees seront de la forme a-^bx 
et c -{' dx\ soit pareillement pour Tautre droite I'abscisse y prise sur 
le mem^ axe, les deux ordonnees rapportees aussi aux memes axes 
que celles de la premiere droite, seront de la forme x\ + By et C -H Dy*; 
done, le carre de la distance entre les deux points qui repondent aux 
abscisses xety sera exprime par cette formule 

{x —yy + (a — A + ^a? — Bj)^ H- (c — G + «te — Dr)% 

que nous ferons, pour plus de simplicite, egale a 2z. 
En prenant les fonctions deri vees , on aura 

z' = a;— j-f-J(a — A-hft^ — Bj)h-g?(c — C-t-ctr — Djr), 
z,=—{x —y) — B (a — A + i^ — Bj) — D(c — C -f- flte — l>r), 
z'=i^h^^ d\ ;z^^ = I -H B^ + D% z; = — I — AB — rfD. 

Done, i^. on aura, pour la determination des deux inconnues x 
et J, les equation 

X — y -^^ h {a — k -\- hx — ^y) -\- d [c — Qa -^ dx — Dj) = o, 
^ _ J H_ B (a — A H- *a? — B/) + D (c — G -h flte — Dj) = o. 

2*". Puisque la valeur de z" est necessairement positive, il ne pourra 
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y avoir que le minimum; mais il faudra de plus que Ton ait la condi- 
tion 

savoir, 

(, + 6» -t_ cP){i^ W H- D^) — (i + 6B -+- dY)Y>o. 

Or c'est ce qui a lieu, quelles que soient les valeurs de 6, ^> B, 
D ; car la condition precedente pent se mettre sous cette forme 

{b — B)^ + (rf — D)^ + (&B — dJ)y>o. 

Comme les equations en x et y sont lineaires, la determination de 
ces quantites n'a aucune difficulte ; nous ne nous y arreterons pas, 
d'autant que ce probleme est susceptible d^une solution geometrique 
fort elegante. 

54. On pent encore, dans la recherche des maxima et minima des 
fonctions de plusieurs indeterminees, considerer toutes les variables 
a la fois; ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en effet, 
^{^^ y^ ^j ^•••) 1^ fonction proposee; si Ton suppose que les quan- 
tites a:, /, z, w, etc., aient deja les valeurs convenables pour le 
maximum ou minimum, il faudra qu'en substituant j? -h/?, J -4- y, 
z -f- r, u -\- s^ etc., a la place de x^ /, z, w, etc., dans la fonction 
dont il s'agit, sa valeur devienne toujours plus petite dans le cas du 
maximum, et toujours plus grande dans le cas du minimum, quelles 
que soient les valeurs de /?, q^ r, ^, etc., et quelque petites qu'elles 
soient; c'est ce qui resulte de la nature meme du maximum ou minimum . 

Developpons la fonction i{x H-/?, y -^ q^ z-\- r^ u -i- s,..)^ sui- 
vant les puissances et les produits des quantites /?, ^, r, ^, etc., par 
les formules du theoreme general (n** 78, premiere partie), et arretons- 
nous aux premiers termes de ce developpement. 

Si Ton designe simplement (ainsi que nous I'avons pratique jusqu'ici) 
par f'(^), f'(/)> f'l^)? f'(^)> ^c., les fonctions primes de la fonction 
f (a:, J, z, w...), prises relativement a a?, j, z, w, etc., consideres se- 
parement, et que Ton designe de plus par t^{x)^ f^{Xjjr), i'\y)^ 

34 
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i'\x, z), i'\yy 2), f'^(z), etc., les fonctions secondes de la fonction 

f (^ 4- A/7, J H- A^r, z + At, w -h A^. . .) , 

prises relativement a x seul, a a: et j, a / seul, a j; et z, a j et z, et 
ainsi de suite, on aura 

f (a? -+•/;, J H- ^, 2; -h r, w + J...) 
= f(a?, J, z, «....) H-/;r(.r) + ^'(j) +rf» -h ^f'(w) H- .... 
{pH^\x) -^pqf'ix.x) + l^»r(r) ■+./;rr(a:, z) + Ir^f ''(z) 



Le coefficient A designe un nombre mdetermine compris entre o 
et I , et qui sera le meme dans la meme fonction, mais pourra etre 
different dans les differentes fonctions. 

Done il faudra que la quantite 



pfix) -h qf'ix) -h rf'(z) -h sf'{u) 

soit toujours positive pour le minimum et negative pour le maximum, 
en donnant a/7, q, r, etc., des valeurs quelconques aussi petites que 
Ton voudra. D'oii Ton conclura d'abord, par un raisonnement ana- 
logue a celui du n® 25, que cette condition ne pourra etre remplie, a 
moins que les termes multiplies par les premieres puissances de /?, ^, 
r, etc., ne soient nuls chacun en particulier, ce qui donnera les equa- 
tions 

f\x) = o, ('(x) = o, f '(z) = o, f » = 0, etc. , 

qui sont communes au maximum et au minimum, et qui, etant en 
meme nombre que les indeterminees a?, jr, z, w, etc. , serviront a de- 
terminer leurs valeurs. 

S5. Mais pour que ces valeurs donnent, en effet, un maximum ou 
im minimum, il faudra encore que la quantite restante 

{p'^ix) ^pqi"{x,y) H- \qH"{y) +pri'\x, z) 

qr{"{y, 2) -h 1 r«f " (z) 
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soit toujonrs positive pour le minimum, et negative pour le maximum , 
quelles que soient les valeurs de d^ q, r, etc., et quelque petites 
qu'elles puissent etre. 

Comme les fonctions f"(.r), ^^(a?,/), etc., qui multiplient les 
Carres et les produits des quantites p, q, r, etc., renferment elles- 
memes ces quantites, il pourrait etre difficile, et peut-etre impossible 
de determiner les caracteres necessaires pour que la condition dont ii 
s'agit ait lieu rigoureusement : mais j'observe que si Ton suppose 
A = o, ces fonctions deviennent independantes de/?, ^, r, etc., et ont 
des valeurs d^terminees; et Ton trouve alors, comme on le verra dans 
un moment, des conditions entre ces memes fonctions, qui ne con- 
sistent que dans des inegalites entre des quantites composees de ces 
fonctions. Ces inegalites, etant supposees avoir lieu pour des valeurs 
determinees de x^ j, z, etc., auront lieu encore pour les valeurs peu 
differentes x -\- }\p^ X -^M^ z -+- Ar, etc., tant que les quantites A/?, 
Ay, At, etc., ne passeront pas certaines limites qui pourront etreaussi 
peu etendues que Ton voudra. Done, puisque la condition exigee 
pour le maximum ou minimum n'a besoin d'etre remplie que pour 
des valeurs quelconques de/?, q^ r, etc. , aussi petites que Ton voudra, 
il s'ensuit qu'il suffira de satis&ire a cette condition dans le cas de 
A = o ; par consequent on pourra supposer tout de suite A = o , ce 
qui reduira les fonctions f'^(^) , V\x^y)^ ^'\x)'> ^'c., qui entrentdans 
la quantite ci-dessus \p^^^\3c) -^-pqi'^x^y) + ..., a n'etre que les 
fonctions secondes de la fonction donnee f (.r, j, z^ u...) prises rela- 
tivement a arseul, k xetjTy etc. 

56. Tout se reduit done a trouver les conditions pour qu'une 
'quantite de la forme 



Ap^ H- Bpq H- Cy' -h hpr + Eqr H- Fr 



' ? 



dans laquelle A, B, C, etc. , sont des quantites donnees, et/?, ^r, r, etc. , 
denotent des quantites indeterminees, soit toujours necessairement 
positive ou negative, quelles que soient les valeurs dep^ q, r, etc. 
Supposons qu'elle doive etre toujours positive, il est evident que, 

34. 
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pour le cas contraire, il suffira de prendre negativement les coeffi- 
cients A, B, G, etc. Puisque cette quantite ne doit jamais devenir 
negative, il suit qu'elle doit avoir un minimum positif ; et reciproque- 
ment, si elle n'a que des minima positife, elle ne pourra jamais de- 
venir negative. II n'y a done qu'a chercher les conditions necessaires 
pour que la quantite dont il s'agit ait des minima tons positifs. 

Suivant T esprit de la methode exposee ci-dessus (n® 52), on pren- 
dra les fonctions primes et secondes de la quantite proposee relative- 
ment a une seule variable, comme /?, et Ton supposera la fonction 
prime egale a zero, et la fonction seconde positive. On aura ainsi 
r equation 

aA/? + Bgr -f- Dr + ... = o, 

et la condition A> o. 

On substituera la valeur de/?, tir^e de Tequation precedente, dans 
la quantite proposee, laquelle deviendra ainsi de la forme 

Lq^ H- Mqr -4- Nr* -4- P^^ -+-.., 
en faisant 

L = C-;^, M=E-?5, N = F-^, etc. 

4A aA 4A 

On prendra, de la meme maniere, les fonctions primes et secondes 
de cette transformee relativement a une seule variable 9, et feisant 
la fonction prime egale a zero, et la fonction seconde positive, on aura 
de nouveau T equation 

2Lq 4- Mr 4- P^ -f- . . . = o, 



et la condition L>o. 

On substituera pareillement dans la transformee precedente la valeur 
de ^, tiree de cette Equation ; on aura la nouvelle transformee 

Tr' -+- Yrs -h Xs' •+- ... = o, 

dans laquelle les coefficients T, V, X, seront donnes en L, M, N, etc. , 
comme ceux-ci le sont en A, B, C, etc.; et continuant le meme pro- 
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cede, on aura T^quation 

aTr 4- Vj 4- . . . = o, 

et la condition T >o; et ainsi de suite. 

Maintenant il est aise de voir que la derniere de ces transformees, 
celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indetemiinees /?, </, 
r, etc., et qui sera, par consequent, de la forme Z^% sera elle-meme 
le nrinimum de la quantite proposee ; d'oii il s'ensuit que les condi- 
tions pour que cette quantite ait un minimum positif seront 

A>o, L>o, T>o...Z>o; 

et comme les equations qui determinent les valeurs de/?, ^, r, etc., 
sont toutes lineaires, on en conclura que ce minimum sera le seul qui 
puisse avoir lieu. Ainsi j le probleme estresolu rigoureusement. 

Au reste, il est facile de voir que par ces difFerentes transformations, 
la quantite proposee deviendra de la forme 



T(^-^-)'- 



• ? 



laquelle sera evidemment toujours positive ou n^ative, suivant que 
les coefficients A, L, T, etc., le seront tous a la fois ; et Ton voit en 
meme temps par cette forme que les quantites A, L, T, etc., pour- 
ront eive nuUes, pourvu qu'elles ne le soient pas toutes a la fois. 

Les conditions que nous venons de trouver deviendront done celles 
dii maximum ou minimum de la fonction f (^, /, 2, 2^,...), en faisant 
'pour le minimum, 

A=if», B = fV,j), C = |nj), etc., 
et pour le maximum, 

A = -if», B = -f"(a.,/), G = -inj), etc. 
II est facile de voir Taccord de ces resultats avec ceux du n® 52 ; mais 
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la methode precedente a Tavantage de fournir un moyen simple d'e- 
tendre ces resultats a un nombre quelconqiie de variables. 

57. Les principes exposes jusqu'ici sur la theorie des ntaximu et 
minimis conduisent a cette conclusion generale: si dans une fonction 
quelconque des variables x^ y^ z, etc., Ton substitue a la place de 
ces variables les quantites x -)-/?, ^'-+-5^7 2 + r, etc. , et que Ton 
developpe la fonction suivant les puissances et les produits des quan- 
tites /?, ^, r, etc., les ternies oil ces quantites ne setrouveront qu'a 
la premiere dimension, etant egales chacun separement a zero, donne- 
ront les Equations necessaires pour que la fonction proposee devienne 
un maximum ou minimum ; ensuite on considerera la quantite com- 
posee de tons les termes ou /?, q^ r, etc., formeront deux dimen- 
sions, et il faudra pour le minimum que cette quantite soit toujours 
positive, etpour le maximum toujours negative, quelles que puissent 
etre les valeurs de /?, q^ r, etc. 

Si tous ces termes s'evanouissaient a la fois, il faudrait alors, pour 
Texistence du maximum ou minimum, que tous les termes oil /?, ^, 
r, etc., formeraient trois dimensions, disparussent aussi a la fois, et 
que la quantite composee des termes oil /?, 9, r, etc., formeraient 
quatre dimensions, fut toujours positive pour le minimum et toujours 
negative pour le maximum, /?, gr, r, etc., ayant des. valeurs quel- 
conques; et ainsi de suite. Ce qui repond, comme Ton voit, au theo- 
reme du v^ 25. 

Nous avons donne ci-dessus un moyai simple pour trouver les con- 
ditions qui rendent une quantite de la. forme A/?*H- ^pq -h ..., tou- 
jours positive ou negative? on pourrait, de la m^memaniere, chercher 
celles qui rendraient toujours positives ou negatives des quantites de 
la forme A/?* H- B/?'y + ...; mais Tapplication de la methode gene- 
rale a ce cas serait sujette a des difficultes du calcul qui pourraient la 
rendre impraticable ; et c'est la un probleme d'algebre dont il serait 
a desirer que Ton put avoir une solution complete. 

58. Nous avons suppose jusqu'ici que les variables qui entrent 
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dans la fonctioh sont independantes les unes des autres; mais s'il y 
avait entre elles une ou plusieurs equations, il faudrait commencer 
par eliminer, au moyen de ces equations, autant de variables dans la 
fonction proposee, on chercherait ensuite la condition du maximum 
ou minimum par rapport aux variables qui seraient restees dans la 
fonction. C'est la methode qui se presente naturellement ; mais on 
pent la simplifier beaucoup, en conservant toutes les variables et re- 
duisant I'elimination aux seules quantites p^ q^ r, etc. 

En efFet, supposons que Ton ait entre les variables a?, j, z, etc., 
I'equation de condition 

(p(a?, 7, z...)=o; 

comme cette equation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de 
^> J? ^j etc-) ^U^ aura done lieu aussi en mettant x -h p, J "+• 9? 
z -h r, etc. , a la place de a;, j, 2, etc. ; par consequent, oo-aura, par 
un developpement semblable a celui du n^ 78, (premiere partie), I'e- 
quation 

p<ff{x) -h q<p\x) H- r(p\z) 4- ... 

4-i/^W) ^pqfipo.y) + W<p'{y) + ... = o, 

d'ou Ton pourra tirer la valeur de/?, en serie, que Ton substituern 
dans le developpement de la fonction qui doit ^tre un maximum ou 
un minimum; ou bien on ajoutera simplement a ce developpement la 
quantite qui forme le premier membre de Tequation precedente multi- 
pliee par une quantite quelcmique indeterminee qui pourra m^e etre 
de la forme 

a-\-bp-+-cq'\-dr-\- ... -+• Ip^ -\- mpq -h ..., 

les coefficients a, b, c, etc. , etant indetermines, et Ton egalera a zero 
tons les termes qui contiendront la quantite/?, ce qui servira a deter- 
miner les inconnues a, by c, etc. 

Comme les equations du maximum ou minimum resultent de I'eva- 
nouissement des termes oil les quantites/?, q, r, etc., ne sont qu'a la 
premiere dimension, il suffira d'egaler a zero chacnn de ces termes , 
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ce qui donnera sur-le-champ les equations 

r(.r) H- a<p'{x) =0, f'{x) -+- ^\y) =07 f '(-)'+ (Kp\z) =0, etc. , 

que Ton reduira ensuite a une de raoins par I'elimination de rincon- 
nue a. A Tegard des termes 011 les quantites/?, q^ r, etc., formeront 
deux dimensions, on determinera, par les methodes exposees ci-des- 
sus, les conditions qui doivent avoir lieu entre les coefficients de ces 
termes, et Ton cherchera a satisfaire a ces conditions dela maniere la 
plus generale, au moyen des quantites arbitraires by c, rf, etc. 

Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procedes dont il sera facile de 
faire Tapplication ; mais on pent les reduire a ce principe general : 
Lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit etre un maximum ou 
minimum, et qu'il y a entre ces variables une ou plusieurs equations, 
il suffira d'ajouter a la fonction proposee les fonctions qui doivent 
etre nuUes, multipliees chacune par une quantite indeterminee, et de 
chercher ensuite le maximum ou minimum comme si les variables 
etaient independantes ; les equations que Ton trouvera combinees avec 
les equations donnees, serviront a determiner toutes les inconnues. 

59. On pent resoudre, par les memes principes, les questions oil il 
s'agit de trouver des courbes qui jouissent, dans ehacun de leurs points, 
de quelque propriety donnee de maximum ou minimum. 

Supposons, par exemple, que Ton demande la courbe dans laquelle 
la quantite que nous avons nommee K dans le probleme du n^ 15, soit 
un maximum ou minimum a chaque point de la courbe. Gette quantite 
est exprimee par la fonction 

[x-^{^ — ^) r '] [r -+- {'^ — ^) yh 

et la question consiste a trouver la valeur dejr enXj qui rendra cette 
fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantites j^ ety' etaient 
independantes I'une de Tautre, on pourrait determiner le maximum 
ou minimum relativement a chacune de ces variables ; mais comme ces 
quantites derivent Tune de I'autre, et que leur relation demeure in- 
connue tant que Tune d'elles n'est pas une fonction determinee de x, 
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on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport a Tune 
de ces quantites ; et il est naturel de prendre pour variable la quan- 
tite y qui determine la position de la tangente, en regardant les coor- 
donnees x et j comme donnees pour chaque point de la courbe. 

On prendra done les fonctions primes et secondes de la fonction 
proposee, relativement a la quantite j*' regardee comme seule variable; 
et egalant a zero la fonction prime , on aura sur-le-champ 1' equation 

^jr^(n — x)x']{m — x) + [ j -+- (m — x)y]{n — x) = o, 

laquelle donne, comme dans le numero cite, 

•^ 2(/» — j:)(n— x) 

pour I'equation de la courbe cherch^e. 

Ensuite on aura la fonction seconde 2 (m — x) {n — x)j laquelle fait 
voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la courbe pour 
laquelle les deux quantites m — xetn — x seront de signes differents, 
et que le minimum aura lieu pour la partie oil m — xetn — x seront 
de meme signe ; de sorte que le maximum aura lieu pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites met n, et le minimum pour 
les valeurs de x qui tomberont hors de ces limites. 

L'^quation trouvee pour la courbe ^tant du premier ordre, elle est 
susceptible d'une equation primitive avec une constante arbitraire ; 
et si on la met sous la forme 



jr X — m X — n 

on en deduira sur-le-champ cette equation primitive , 

2logj = log(^ — m) H- log [x — n) -{' log A, 
et, passant des logarithmes aux nombres, 

J* = k {x — m) {x — n)j 
oil h est une constante arbitraire. Cette equation est de la m^me 

3« ed. 35 
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forme que celle que nous avous trouvee daw I'^ndroit cite ; ee qui 
doit etre^ puisqu'elles viennent rune et Tautre de la meme equation 
du premier ordre. En eflfet, I'^quation trouvee cif^essusy pour le 
maximum ou minimum, etant multipliee par /'^ a pour ^uation pri- 
mitive 

[r + (/w — x)x' ] [^ + (n — x)x'] = K , 

K etant une constante arbitraire ; et celle-ci , combinee a vec la meme 
equation pour en eliminer j', donnera le resultat trouve dans le meme 
endroit. 

Done 9 rapprochant cette solution de celle du n^ IS, on en conclura, 
en general, que les sections coniques ont non-seulement la propriete 
deja trouvee, que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires 
elevees aux deux extr^mites de Faxe, des parties dont le produit est 
constant, mais encore celle-ci^ que k position de la tangente a chaque 
point de la eourbe, oegarde comme donne, est telle que oe meme pro- 
duit est uii maximum pour 1' ellipse, et un minimum ou plntot un 
maximum negatif pour I'hyperbole. 

60, Eo general, si Ton demande la courbe dans laquelle une fonc^ 
tion donnee de x^ y^ y\ y\ etc« , sera un maximum ou minimum, on 
pourra chercher le maximum ou miwmuxn relativemait a chacune des 
quantites/, y\ y'\ etc., ce qui donnera auta^t de adiuticms difSs- 
rentes ; et Ton aura toujours, generalement parlant, pour la courbe 
cherchee, une equation du meme ordre que la fonction proposee. 

Si cette fonction etait une simple fonction des elements a, 6, e, etc. , 
du contact (n® 10), en cherchant le maximum ou minimum relative- 
nienta la derniere des quantitesy, y' y y" ^ etc., on trouverait neces- 
sairement la meme equation que Ton aurait pour le probleme dans 
lequel on supposerait cette meme fonction egale a une constante; c'est 
de quoi il est facile de se convaincre par Tanalyse des n*^ 20 €t 18. 
Kn effet, en egalant a zero la fonction prime de f (a, 6, c...), prise 
relativement a la plus haute des fonctions derivees y\ y'\ etc., on 
aura la meme equ9tion que si Ton prenait, en general, la fonction 
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prime de Tequation 

f (a, i, c.) = const., 

relativement a ^r, j, y\ etc. D'ou Ton voit que ces deux genres de 
problemes, quoique fort diiTerents dans le fond, conduisent neanmoins 
aux memes resultats, et sont, par consequent, susceptibles des niemes 
solutions. Ainsi on pourra appliquer ici tout ce qui a ete dit dans les 
endroits cites. L'exemple du numero precedent est, comme Ton voit, 
un cas particulier de ces memes problemes. 



35. 
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CHAPITRE DOUZIfiME. 



Des questions de maximis et minimis qui se rapportent a la methode 
des variations. De Inequation commune au maximum et au mini- 
mum; et des carojcteres propres a distinguer les maxima ^^5* minima . 



61 . Si 1e maximum ou minimum, au ]ieu d'etre une fonetion don- 
nee de J?, J, j', j'', etc. , devait etre la fonetion primitive de celle-ci, 
regardee comme une fonetion prime, alors il ne serait plus permis de 
traiter les quantites j, y\ y\ etc., comme independantes et isolees, 
parce que la fonetion primitive d'une fonetion de ces quantites dej^end 
elle-meme de la relation qu'elles peuvent avoir entre elles. Les pro- 
blemes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous 
le nom de calcul des variations; ils ne demandent pas une analyse 
nouvelle, mais une application speciale de Tanalyse des foncdons que 
nous croyons devoir exposerici, a cause de Timportance de la matiere. 

Soit donnee la fonetion f (a;, y^ /', j'"^...), dans laquelle/ est sup- 
pose une fonetion de a? ; il est evident que Ton ne pent, generalement 
parlant, avoir la fonetion primitive de cette fonetion donnee, sans con- 
naitre la valeur Ae y enx. Mais on pent chercher quelle devrait etre 
cette valeur, pour que la fonetion primitive de f (a?, j^, /', /'^•-.) fiit 
un maximum ou un minimum, en supposant que cette fonetion soit 
nuUe lorsque x aura une valeur donnee a, et qu'elle devienne un 
maximum ou un minimum lorsque x aura une autre valeur donnee 6. 
II est evident qu'en prenant j pour la valeur cherchee, il faudra, 
par la nature du maximum ou minimum, que la fonetion primitive 
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de la fonctioa 

qui resulte de la fonction donnee, en mettant/ + o> a la place de j, 
soit toujours, entre les memes limites de a?, moindre dans le cas dii 
maximum y et plug«grande dans le cas du minimum, que la fonction 
primitiye de f (a^, ,y, j', j'^..), quelle que soit la valeurdeoi, que 
Ton pourra regarder comme une fonction quelconque de j?, et quelque 
petite que cette valeur puisse etre. 

La fonetioh f (a:, / 4- 6>, /'+ a>', f^^ -f- o^'^...), etant developpee 
suivant les puissances et les produits de <», co\ gs!' ^ etc. , d'une maniere 
semblaUe a celle du n® 78, (premiere partie,), deviendra 






• ? 



oil les quantity ^'(j)? ^'( j')? ^'{j'O ? ^*'^* » denotent lesfonctions primes 
de f'(a?, J, j', j''.-.) prises suirant j, j', j'^ et les quantites f'^lj), 
f'^(^, j'y, f'\y)j etc., denotent les fonctions secondes de la fonction 
f (a?,jy -4- M>, j'-4- W, jr''' + ^"•••)> P^'ises relativement a j seul, a 
J et /', a j' seul, et ainsi de suite ; le nombre A est ind^ermine ou 
plutot inconnu, et peut etre different dans les differentes fonctions, 
mais il doit etre le meme dans la meme fonction, et il doit toujoiirs 
etre renferme entre les limites o et i . 

Done il fiiudra que la fonction primitive de la qnantite 

«f'(j)-h.,T(/)-^«'T'{/') 



f^nj)+^'nr,/)H-?n/) 

ait toujours une valeur negative pour le maximum, et une valeur 
positive pour le minimum, quelque valeur que Ton donne a la fonc- 
tion CO J et aussi petite que cette valeur puisse etre, en prenant cette 
fonction primitive de maniere qu'elle soit nulle lorsque .r = a, et y 
faisant ensuite x =:^b. 

Or, sans connaitre la quantite op, on peut prouver qu'il est toujours 
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possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la 
partie qui ne contient que les premieres dimensions de eo, cJ ^ (J\ etc. , ait 
une valeur plus grande, positive ou negative, que la fonction primitive 
de I'autre partie. Gar, en substituant m a la place de ^, a etant une 
quantite variable quelconque, et ^un coefficient constant, la premiere 
partie se trouvera toute multiplii^e par i, et la seconde le sera par j*, 
et leurs fonctions primitives seront aussi multipliees par /et par /^; et 
ii est visible que I'on pourra toujours donner a i une valeur a^ez 
petite pour que la premiere de ces fonctions surpasse la seconde, du 
moins tant qu'dle ne sera pas nulle. D'ou Ton condura que Ton 
pourra toujours prendre la quantity ^ assez petite pour q^ue la valeur 
totale de la fonction primitive dont il s'agit soit n^cessairement posi- 
tive ou negative, suivant que celle de la premiere partie de cette fonc- 
tion le sera. Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe, en 
changeant le signe de la quantite a>. Done il sera impossible que la fonc- 
tion totale ^it constamment positive ou negative, independamment de 
la valeur de a», a moins que k fonction primitive de la partie qui ne 
contient que les premieres dimensions de 4», a>^ ^'^ etc., ne soit nulle, 
quelle que soit la valeur de o^. Done le maximum ou minimum ne 
pourra avoir lieu, k moins que la fonction primitive de la fonction 



ne soit nulle, quelle que soit la valeiu* de a>. 

Cette fonction etant nulle, il faudra alora que la fonction primitive 
de Tautre partie 

soit positive pour le minimum, et negative pour le maximum, en don- 
nant a co une valeur quelconque aussi petite que Ton voudra. 

62 . Pour satisfaire a la premiere de ces conditions de la maniere 
la plus generate, nous remarquerons que, puisque la quantite co doit 
demeurer indeterminee, la fonction primitive de la fonction 
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ne peut etre que de la forme 

a -+- co^ -+- coy •+- cJ'^ -+-..., 



oil la plus haute des fonctions derivees eJ^ ca ^ etc., sera d'un ordre 
moindre que dans la fonction proposee; c'est de quoi il est facile de 
se convaincre avec un peu de reflexion sur la forme des fonctions de- 
rivees. Prenant done la fonction prime de cette quantite, en regardant 
fit, |3, 7, etc., comme des fonctions de x^ y etant suppose aussi fonc- 
tion de a?, on aura 

d-+- a>^' + 6>'(|5 + y') H- cJ^{y + S') 



ety comparant avec la fonction proposee, on aura 

«'=o, ^'=f'{r), p-f-y=f'(/), y^y=-nf)> etc. 

La premiere equation donne At egal a une constante arbitraire; les 
autres Equations serviront a determiner j3, 7, if, etc*; etcomn^ il est 
facile de voir que le nombre de ces quantites est n^cesaairement 
moindre d'une unite que celui des equations, il en resultera une equa- 
tion de condition, qui devra etre saCis&ite pour qu€ le maximum on 
mimimum ait lieu. 

Pour cela, il n'y a qu'a mettre ces equations sous cette forme 

i5'=r(.r), r5'+/=[f'(7')]'. /+<^*'=[f'(yor. etc., 

en prenant les fonctions primes de la secondie, les fonctions secondes 
de la troisieme, et ainsi de suite; retranchant ensuite alteinativement 
Tune de Tautre, on aura 

oil les traits appliques aux parentheses denotent les fonctions primes , 
secondes, etc., des quantites renferm^es entre ces parentheses. 

Gette equation sera done commune au maximum et au minimum, 
I et servira a determiner la valeur de y en fonction de x ; elle sera , 

comme il est aise de le voir, d'un ordre^dMible de eelul de la fonction 
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63. lies memes equations 

p-Hy=fV), y + y = ^'{y"). etc., 

donneront, par un prooede semblable^ 

p = f'(/)-[f'(r^)r+[r(r"')r-..., 
^=f'(j«')_..., 

etc. 
Soit, pour abreger, 

la fonction primitive de la quantite (»i\y) H- ^'f'ij') -H ••. sera 
flt H- ft ; et, comme cette fonction doit etre nuUe lorsque a? = a, si Ton 
denote par A la valeur de fl qui repondra a or = a, on aura, puisque 
A est une constante arbitraire, a H- A = o, et, par consequent, 
a = — A. On aura done Q — A pour la fonction primitive, qui doit 
^tre nulle en vertu du maximum ou minimum, lorsque a? = ft. Si done 
on denote encore par B la valeur de ii, qui repondra a x = h^ on 
aura 1' equation 

B — A = o, 

a laquelle il faudra satis&ire par le moyen des constantes arbitraires 
qui entreront dans Fexpression de x que Ton deduira de Tequation 
trouvee ei-dessus, en ayant egard d'ailleurs aux conditions speciales 
du probleme. 

Ainsi, par exemple, si la valeur de jr est donnee pour les valeurs 
a, b de X, alors la valeur de co sera nulle dans les deux quantites A 
et B; si, de plus, la valeur dey' etait aussi donnee pour les memes 
valeurs de x^ les valeurs de a/ seraient ai^ssi nulles dans A et B, et 
ainsi de suite. 

Les quantites a>, coj c/^ etc., etant reduites au plus petit nombre 
possible, tant dans I'expression de A que dans celle de B, on ^galera 
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a zero le coefficient de chacune de celles qui resteront pour satisfeire 
a I'equation B — A := o, independamment de ces quantites. 

64. Ayant ainsi satisfait a la premiere condition, il ne restera plus 
qu'a remplir Tautre condition, qui consiste en ce que la fonction pri- 
mitive de la quantite 

doit etre entre les memes limites a et ^ de a? toujours positive pour 
^ le minimum, et negative pour le maximum, en supposant que la 
valeur de co soit quelconque et aussi petite que Ton voudra. 

Je remarquerai d'abord ici que, quoique les fonctions f'\y)j 
f''(j, y)j etc., renferment essentiellement les quantites a>, a>', etc.. 
(n^ 61), on pent prouver, par un raisonnement semblable a celui du 
n^ 55, qu'il suffira pour le maximum ou minimum, que la condition 
dont il s'agit soit remplie en supposant le coefficient A egal a zero, 
ce qui fait disparaitre ces quantites des fonctions dont il s'agit, en 
sorte que ces fonctions ne seront plus alors que les fonctions secondes 
de la fonction f'(j?, j, j', /''...), prises relativement a f seul, a j 
€t j', a /' seul, etc., et auront, par consequent, des valeurs deter- 
minees en Xy /, j', etc. 

Gela pose, si Ton rappelle id le theoreme que nous avons demon- 
tre dans la premiere partie (n'' 38), on en conclura que la condition 
dont il s'agit serait satis£ute si la proposee 

etait telle, qu'elle fut constamment positive ou negative pour toutes les 
valeurs de w, depuis x = a jusqu'a a? = &, independamment des 
quantites a, ^', (o\ etc.; et comme nous avons donne plus haut 
( n'' 56 ) les conditions les plus generales pour qu'une quantite de la 
forme dont il s'agit soit necessairement positive ou negative, il n'y 
aura qu'a examiner si ces conditions ont lieu dans la condition dont 
il s'agit. Si elles n'avaient pas lieu, ou si elles n'avaient lieu que dans 
une partie de cette quantite, il faudrait alors chercher la fonction pri- 
mitive de I'autre partie, et la rendre nuUe, ou au moins positive pour 

3« ed. 36 
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le minimum, et negative pour le maximum, independammeat des 
quantites ofj 0/, €o\ etc. 

65. Pour simplifier la solution de cette question, nous supposerons 
(rabord que la quantite proposee ne renferme que les carres et les 
produits des deux quantites coy cd\ on verra aisement que la meme 
inethode s'etend aux cas plus compliques, et nous representerons 
par cette formule 



c^ 



^M + o^VNh-^'^P, 



la partie de la meme quantite qui est toujours positive ou negative 
entre les limites ^ = a, x =^h\ Tautre partie sera 

a.'[ir(.r) - M] -h w[f''(r, /) - Nj H- a\\i"{y) - p], 

(lont il faudra chercher la fonction primitive, et il est facile de s'as- 
surer d'avance que, pour que la quantite dvdemeure indeterminee, cette 
fonction ne pourra etre que de la forme ^ +a>'v; prenant done sa fonc- 
tion prime, et comparant terme a terme avec la precedente, on a^^a 

et o=lf\r')-P- 

La premiere de ces equations dcmne fju egale a une constante arbi- 
traire, et les trois autres serviront a determiner les valeurs de M, N, 
P, qui seront 

et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditioii& qui resultent des 
fbrmules du n° 56. Or, en prenant les quantites ev' et c» a la place des 
(juantites p et q, et, par consequent, P, N, M a la place de A, B, C, 

et faisant T = M — ^p ' ^^ *"ra pour le minimum les deux condi- 
tions P>o et T>o, et pour le maximum les conditions opposees, 
P<o et T<o, ou bien Tune des deux quantites P, T egale a zero, 
tant pour le minimum que pour le maximum, et ces conditions de- 
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vront avoir lieu pour toutes les valeurs de Xy depuis x = a jusqii'a 
X = b, pour que la quantite a/^P -h aw'N -h a>^M soit constamnient 
positive dans le premier cas, et negative dans le second, entre ees 
memes limites. Corame la quantite P est donnee, elle indiquera tout 
(le suite le maximum ou minimum ; mais on n'en sera assure que par 
I'autre condition T> ou <o, ou bien = o pour les deux cas. 

66. De plus, etc'est ici une condition bien essentielle, il faudra que 
les quantites M, N, P ne deviennent point infinies entre les memes 
limites, pour que Ton puisse etre assure que la fonction primitive de la 
quantite dont il s'agit, sera necessairement positive ou negative, 
d'apres le theoreme du n** 58 de la premiere partie ; car ce theoreme, 
etant fonde sur la nature du developpement des fonctions en series des 
puissances positives de la quantite ajoutee a la variable, est necessaire- 
ment sujet aux exceptions attachees a la forme de ce developpement, 
que nous avons examinees n** 50 (premiere partie), et n"" 15 ci- 
dessus: ilpourra done etre en defaut, si les fonctions derivees de la 
fonction primitive deviennent infinies , parce qu'alors le developpe- 
ment n'aura plus la meme forme ; c'est ce qui arrivera necessairement, 
lorsque la fonction primitive passera du positif au negatif par Tinfini, 
comme les tangentes des angles : alors pour la valeur de x repondant a 
ce passage, le developpement de la fonction dex-+-i aura son premier 
terme de la forme A/*", m etant un nombre impair negatif, et la fonc- 
tion prime, ainsi que toutes les suivantes, seront infinies. Dans ce cas, 
la fonction primitive pourra changer de signe, quoique sa fonction 
prime conserve toujours le meme signe. 

Pour en voir un exemple bien simple, il n'y a qu'a considerer la 
fonction > qui est = i lorsque J? = |, et == — 2 lorsque x= 2; 

cependant sa fonction prime . _ ■ ., est toujours positive tant que x 

a une valeur reelle. Ici la fonction primitive et toutes ses derivees 
deviennent infinies lorsque j: = i . 

C'est une modification a apporter au theoreme dont il s'agit, mais 
qui n'influe point sur la conclusion qu'on en a tiree dans le n^ 59. 

36. 
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67. Ayant satisfait a ces conditions, on aura la fonction primitive 
yw H- a>^v, dans laquelle /jl est une constante arbitraire que Ton deter- 
niinera, en sorte que la fonction soit nulle lorsque jc = a. Supposons 
co^v = (ii) , et soit (A) la valeur de (Q) lorsque x=i a, on aura ytt= — (A) ; 
ainsi la fonction primitive dont il s'agit, sera (fl) — (A), laquelle devra 
etre nulle ou positive pour le minimum, et negative pour le maximum, 
en faisant x=z b. Soit done (B) la valeur (Q) lorsque a? = fe; il faudra 
que Ton ait (B) — (A) > ou <o pour le minimum: ou le maximum, 
ou = o pour les deux cas, independamment de la valeur de o), qui doit 
demeurer indeterminee. 

Si la valeur de j est donnee pour les valeurs a et 6 de xl la valeur 
correspondante de co etant alors nulle, on aura (A) = o, (B) = o, et 
la condition precedente sera remplie, tant pour le maximum que pour 
le minimum. Mais si les valeurs de y ne sont pas donnees, alors il fau- 
dra qpe Ton ait pour le minimum, v = ou >o lorsque x = b^ et 
V = ou <o lorsque j? = a ; et pour le maximum, f = o ou <o dans 
le premier cas, et v = o ou >o dans le second. 

A regard de la valeur de la quantite v, elle depend simplement de la 
condition T ou M — 7p >^ pour le minimum, et <o pour le maxi- 
mum. Gette condition sera done, en substituant les valeurs de M, N, P, 

¥"{!) - ''- ^''^''I-^-r;"^ > oa <o, 

et Ton pourra prendre pour y une fonction quelconque de x qui y 
satisfasse . 

Ge qu'il y aurait de plus simple, ce serait de supposer la quaqtite 
T nulle (n^ 65); cequi donnerait I'equation 

4MP — N» = o, 

savoir 

f"(/) (f"{r) - a/]-[r( j,r') - ^v]' = o, 

par laquelle on pourrait determiner la valeur de v ; et le maximum ou 
minimum dependrait simplement du signe de la quantite P ou {f '^(j'}- 
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On aurait de cette maniere le meme resultat que donne la methode 
proposee dans les Memoires de T Academic des Sciences de 1 786, pour 
distinguer les maxima des minima dans le calcul des variations. Mais, 
d'apres ce que nous avons dit ci-dessus, il faudrait, pour Texactitude 
de ce resultat, que Ton put s' assurer que la valeur de v ne deviendra 
point infinie pour une valeur de x comprise entre les valeurs donnees 
a et b; ce qui sera le plus souvent impossible par la difficulte de 
trouver Tequation primitive en y et a?. Sans cette condition, quoique 

la quantite oj^Mh- WN-|-a>'*P devienne alors de la forme P( co-] — p j ? 

et qu'elle soit, par consequent, toujours positive ou negative, suivant 
que la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de Tetat positif 
ou negatif de sa fonction primitive. 

68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en meme temps 
d'application de la methode que nous venons d'exposer, supposons 
que la fonction f(^, J, J '.-•), dont la fonction primitive doit etre un 
maximum ou minimum, soit 

en prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

r{jr) = 2/1, f'^(r,/) = 2m, r{y) = 2; 

substituant ces valeurs dans Venation gen^rale du n" 62, qui, dans^ 
ce cas, se reduit a 

fix) - [f '{/)]' = o, 
on aura 

2(/k/-H- ryr) — 2 (j''— m/) = o,. 

savoir 

pour I'equation du maximum ou minimum. Cette Equation est sus- 
ceptible de la methode du n** 55 (premiere partie), et donne sur-le- 
champ 
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g et h etant deux constantes arbitraires ; si n etait une quantite nega- 
tive = — X-% alors on aurait, en prenant d*auti*es constantes arbi- 
traires, g el hy 

y = g sin [kx -+- h) . 

Supposons, pour plus de simplicite, que les valeurs de j soient don- 
nees pour les deux valeurs extremes a elb Ae x^ les quantites A et B 
serontnuUes d'elles-memes, et Tequation B=A sera satisfaite (n^ 63); 
on determinera done les constantes a et ft de maniere que / ait les 
valeurs donnees lorsque ^ = a et a? = ft. 

Maintenant, nous aurons, par les formules du n® 65, 

M = ^^ — /, N=2{m — v), P=i; 

(I'oii Ton voit que, puisque P est >o, il n'y a que le minimum qui 
puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer Texis- 
tence du minimum ; il faudra, de plus, que Ton ait 

M — 7p >^' ^" = o. 

Soit, 4°. M — Tp >o, on aura 

n — V — {m — i)'^ >o, 

en prenant pour v une quantite qui ne devienne point infinie entre les 
limites a et ft de x. Si la valeur de nest positive, il est clair que Ton 
peut satisfaire a cette condition, en faisant y = m ; ainsi on sera assure, 
dans ce cas, de 1' existence du minimum, puisque les deux quantites 
(A) et (B) sont d'ailleurs nulles par Thypothese queries valeurs de r 
sont donnees pour ^ = a et = ft ( n** 67). Mais si n est negative et 
= — k^i on aura alors la condition 

— v'>^^+(m — v)% 

et il n'est pas aise de trouver une valeur satisfaisante de v, ni meme 
de s'assurer qu'on pourra la trouver. 



i ^. .« ^ 
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Soit, 2®. M — -pi5 = o, on aura 

4" 



je suppose 



I aurai 



m — V = kpj 



ce qui dcMfine 









et prenantles fonctions primitives des deux membres, 

angle tang p = kx -h d; 
savoir 

p = tang {kx -h rf), 

d etant une constante arbitraire. Gette valeur devient infinie lorsque 
kx-\-d=k Tangle droit, ou a trois angles droits^ ou etc. Done on ne 
sera pas assure de Texistence du minimum, si la quantite {b — a) k 
est plus grande que la valeur de deux angles droits. 

En effet, pour que le minimum ait lieu, en general, il &ut ( n"" 64 ) 
que la fonction primitive de la quantity ne^^ -\- nmcm + af^ soit posi- 
tive, quelle que puisse etre la valeur de co. Supposons a> = t'sina:*, 
cette quantite deviendra 

i * {n sin x^ -f- am sin x cos x n- cos x^) 
= e ( 1 cos 2X -hm sm ax \ » 

dont la fonction primitive est 

I I X H ^ sm 20? COS aa? j -4- c, 

c etant la constante arbitraire que Ton determinera de maniere que la 
fonction primitive soit nulle lorsque x = a; ensuite on fera x = b. 
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Done, si Ton suppose a = oetb egal a deux angles droits , afin que la 
valeur de €o soit nulle lorsque oc = aet= b suivant I'hypothese, on 

aura c = — 7 et la valeur complete de la fonction primitive dont il 

s'agit sera i^{i -H /i) D, D representant Tangle droit; et il est visible 
que cette valeur pourra devenir negative lorsque n = — P, en pre- 
nant A: > i . 

69. Supposons maintenant que la quantite qui renferme les se- 
condes dimensions de oi, co\ etc., contienne aussi €o\ en sorte qu'elle 
soit de la forme (n** 61) 

+ «vr(/,j'')H-i«''«r(/'); 



nous prendrons 

pour la paitie de cette quantity qui doit etre assujettie aux conditions 
de la formule du n'' 56, et il faudra que la difference de ces deux 
quantites soit susceptible d'une fonction primitive independamment 
de la quantity a>. Cette fonction ne pourra done etre que de la forme 

et Ton trouvera, par la comparaison des termes, les equations 

f/! = o, 

^ + p' = in/) - p, 

^ = n J, r') - Q. 
^p = Hr, f) - R. 

o = if"(/0-S; 
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lesquelles donnent fjL egale a une constaiite arbitraire ; ensuite 

M= \i"{y) -/, 

N = i"{y, f) - ar - -rr' , 

Q = f"( J, f) - -^^ 

R=r(/,j'')-2p, 

oil les trois quantites v^tt^ p demeureiit indeterniinees ; mais il faudra 
les prendre telles^ qu'elles satisfassent aux conditions auxquelles 
doivent etre assujetties les quantites M, N, P, etc., et que Ton pent 
deduire du n^ 56, en prenant les quantites ju)\ oi ^ a» a la place des 
quantites/;, 9, r. Ainsi, si Ton fait 

~X = M-|. Y = X-^^, 

les conditions pour le minimum seront S>o,T>oet Y>o, et pour 
le maximum S<o, T<o,Y<o; et ces conditions devront avoir lieu 
pour toutes les valeurs de x^ depuis a? = a jusqu'a x =^b. La 
valeur de S indiquera le maximum ou minimum ; mais on n'en pourra 
etre assur^ que par le concours des deux autres conditions. De plus, il 
faudra que les quantites M,N,P,Q,R,Sne deviennent jamais infinies 
entre les memes limites, par les raisons exposees plus haut (n^ 66 ). 

Enfin, il faudra qu'en supposant (11) = co^v H- moTt H- ew'^p, et pre- 
nant (A) et (B) pour les valeurs de (li) qui repondent a a: = a et 
x^=bj la quantite (B) — (A) soit positive pour le minimum et negative 
pour le maximum, independamment des valeurs de e»el co {vl^ &1). 

On suivra les memes procedes pour les fonctions plus compli- 
quees. 

70. Si les valeurs de 7, y\ etc., n'etaient pas donnees pour les 
Taleurs a et 6 de Xj mais qu'il y eut seulement, par la nature du 
3* ^. 37 
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probleme, une relation entre ces quantites, representee par T equation 

alors, suivant les principes du if 58, il n'y aurait qu'a ajouter a la 
fonction qui doit etre positive pour le minimum, et negative pour le 
maximum, la quantite 

co<p'{r) H- *«>'(/) + «>'(/") -h...-^- W<p'\y) 



multipliee par un coefficient indetermine r, et traiter ensuite les quan- 
tites 0), CO comme independantes. Ainsi, si la condition dont il s'agit 
doit avoir lieu pour la valeur de a? = a, on ajoutera aux deux quan- 
tites A et (A) (n~ 65, 67), les quantit^s 

et 

rapportees a la meme valeur de x; et si cette condition devait avoir 
lieu pour la valeur a: = 6, on a^outeratt aux valeurs de B et de (B) 
les memes quantites rapportees a x = 6. 

On suivrait le meme procede pour chacune des conditions donnees, 
s'il y en avait plusieurs. 
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CHAPITRE TREIZIfiME. 



Extension de la mSthode pricedente^ aux fonctions d'un nombre 

quelconque de s^ariables. Probleme de la brachystochrone . Ca- 

racteres pour distinguer si unefonction proposSe est ou non une 

fonction prime, ou, en gSn/Sralj unefonction dSrU^^e d'un certain 

ordre. 



71. La fonction proposee, dont la fonction primitive doit etre un 
maximum ou un minimum, pourrait contenir, outre les variables x et 
y-y une troisieme variable z, independante des deux autres ; on opere- 
rait alors, relativemait a cette variable, comme on a fait relativement 
a J. Ainsi, en designant la fonction proposee par 

* \^y y^ y J y ... z, z , z ...), 

on y substituera a la fois les quantites jK' + <^ ^t z + ^ala place de 
y et z, et il faudra, apres le developpement, que la fonction primi- 
tive de la partie qui ne contiendra que les premieres dimensions de 
Ai, CO jOd\ etc., ^, ^', ^'^ etc., soitnulle, et que la fonction primitive 
de la partie qui contiendra les secondes dimensions de ces memes 
quantites, soit positive pour le minimum et negative pour le maxi- 
mum, independamment des quantites o^ et ^. 

De la, par une analyse semblable a celle du n"^ 69, et en conservant 
aussi pour les fonctions primes relatives a z, z^ z'"^, etc. , une notation 
semblable a celle que nous avons employee relativement a y^ y\ 

3?- 
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* 

j^\ etc., on aura ces deux equations 

f '{ J) -[f '(/)]' -H[f'(r'')r-.-.=o, 
f'(z)-[f'(z')]' + [r(z")r-...=o, 

qui serviront a determiner les quantites j et z en fonction de x. En- 
suite il faudra, relativement aux quantites z et ^, satisfaire a des con- 
ditions semblables a celles que Ton a trouvees par rapport a jr etcoy 
c'est un detail qui nous menerait trop loin, et que le lecteur peut sup- 
pleer. 

On voit par la que, s'il y avait une quatrieme variable Uy on aurait, 
relativement a cette variable, une equation semblable a celles qui re- 
pondent aux variables/ et z; et ainsi de suite. 

72. Mais si, dans la fonction f (^, J, jr'-. s, z'...), la quantite z 
dependait des quantites x et^ d'une maniere quelconque donnee par 
r equation 

« 

?>K r, j'---25 z\..)— o, 

alors, suivant les memes prindpes du n^ 58, on ajouterait simptement 
la fonction ^ (a?, j, y... z, z'...)^ multipliee par un coefficient inde- 
termine et variable A, a la fonction proposee f (a:, /, j'... z, z'...), et 
Ton chercherait, par les methodes expos'ees, le maximum ou mini- 
mum de la fonction primitive de cette fonction composee, en regar- 
dant les quantites / et z comme independantes. Ainsi, on trouvera 
d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux equations 

f'( J) - [ f {/)]' H- [ f (/or - - + ^^'(y) 

-[A<p'(/)]'+N'(/Or-- = o; 

{'{z) - [f (z')]'-h [f'(z")r- ... + Af'(z) 

-[A^'(z')l'-f-[A<p'(z'Or-...=<^; 

d'oii, eliminant la quantite A , on aura une equation qui, combinee 
avec Tequation donnee ^ (a?, /, j'... z, z'...) = o, servira a deter- 
miner les valeurs de j et z en fonction de x. 

Enfin^ si la fonction primitive de la fonction f (.r, jy-, j'...) ne 



DEUXI£ME PARTIE. — GHAPITRE TREIZIEME. 2^3^ 

devait ^tre un maximum ou un minimum qu'autant que la fonction 
primitive d'une autre fonction ^ (a?, j, j'-..) serait donnee entre les 
memes valeurs aetb de a: , il n'y aurait qu'a chercher le maximum 
ou minimum de la somme des deux fonctions primitives , apres avoir 
multiplie la seconde par un coefficient indetermine independant de x, 
c'est-a-dire le maximum ou minimum de la fonction primitive de 

f(^,7, /'..•)•+- A<p(^/r »/•••>. 

en regardant A comme une quantite constante. De cette maniere , on 
apra d'abord Tequation 

-A[^'(/)r-+-A[^(j'')r-h...=o, 



et Ton determinera la constante A de maniere que la fonction primi- 
tive de ^ (^, /, jr'- • • ) ? prise depuis x = a jusqu'a x.=- b, soit donnee ; 
et ainsi du reste. 

75. Les problemes de la brachystochrone et des isoperimetres , pro- 
poses et r^solus d'abord par les deux freres Bernoulli, ont ouvert la 
route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis et mi- 
nimis. On a trouve ensuite successivement des methodes plus gene- 
rales et plus simples, et Ton est parvenu enfin au calcul des variations, 
qui parait ne rien laisser a desirer sur ce sujet. Comme les equations 
trouv^es plus haut (n***62, 70) sont les memes, a la notation pres, 
que celles qui resultent de ce calcul, nous pourrions nous dispenser 
de les appliquer a des exemples ; mais il ne sera pas inutile de mon- 
trer encore par un exemple connu, I'usage des regies pour distinguer 
les maxima des minima , et s'assurer de leur existence. 

Nous reprendrons pour cela le probleme de la brachystochrone, 
on ligne de la plus vite descente, a cause de sa celebrite: il consiste, 
comme Ton sait, a trouver la courbe le long de laquelle un corps 
pesant descendrait dans le moindre temps d'un point donne a un autre 
point donne, et place dans une verticale differente. Comme, par les 
principes de la mecanique, la fonction prime du temps est egale a la 
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fonctioo pi:i9ke de i'eapaee diyis^ par la vitesse, et que, dans les corps 
qui tombent par la pesanteur, la rite^se est toujours propoitionneUe 
a la racuie canree de la hauteur d'oii ilasont censes etre descendus, si 
Ton rapporteaux trois coordoxmees rectangulaires x^ y^ Zy la courbe 
decriteparle corps, etque ronproixie les absdsseso: verticales, la 

vitesse sera proportioimelle a y/A -ha?, et ^i -+• y'* -f- 2'* sera la 

fonction prime de Tare de la courbe (n"* 57) ; ainsi ^' -^ ■ ^ sera 

proportionnelle a la fonction prime du temps, dont la fonction primi- 
tive devra etre un minimum. On aura done 

done, prenant les fonctions primes, on aura 
et Ton aura (n** 70) les deux equations 






lesquelles donnent d'abord ces deux-ci du premier ordre 



z' 



= m 



/I 



m et ^ etant deux constantes arbitraires. 

Eln divisant ces deux equations I'une par I'autre, on a — , = — ; 

done z' ■=■ ^) et, prenant I'equation primitive, on aura 

z— ^_i_/ 
Z— ^ H-f, 
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/ etant une nouvelle constante arbitraire. Gette equation etant a un 
plan vertical, puisque I'abscisse verticale ar ne s'y trouve pas, feit 
voir que la courbe cherchee est toute dans ce plan : ainsi, en pre- 
nant I'axe desy dans ce meme plan, on pourra supposer z == o, en 
faisant / et n = o ; et Ton aura pour la courbe cette Equation unique 
entre les coordonnees x etry^j 



*^ — — ffi 



d'oii Ton tire 






y/li-m'ih+x)'] 



equation a la cycloide, les abscisses x etant prises sur le diametre 
du cercle generateur, et les ordonnees jr perpendiculairement a ce 
diametre. 

Puisque Ton suppose que les deux points extremes de la courbe 
sont donnes, lesquantites co et ^repondant a ces points seront nulles, 
et les valeurs des quantites A et B seront nulles aussi en prenant a 
et b pour les valeurs de x qui r^pondent a ces points ; ainsi la con- 
dition B — A = o sera remplie. Si Ton faisait d'aulres hypotheses 
relativement a ces points, on trouverait d'autres resultats; nous ne 
nous y arreterons pas, parce que ces differentes questions ont ete 
deja discutees et resolues par les principes du calcul des variations. 
Mais il faut voir ce que dotment' les termes ou les quantites a> et ^ 
monteront a la seeonde dimension, et dont la fonction primitive doit 
etre positive pour que le minimum ait effectivement lieu. 

Gomme la fonction proposee f(a?, j, /'...z, 2'...) ne contient 
point, dans le cas present, les variables jr et z, mais seulement leurs 
fonctions primes y' et z\ il est facile de voir que les termes dont il 
s'agit seront simplement de la forme 

et Ton trouve, en prenant les fonctions primes des quantites (\f^) 
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et f (z') relativement k y et z\ '^ 



r(/, z') =-^—J^ . 

v'A4-x(i+j'»+z'»)' 



r{z') = 



i+y* 



i/A+j;(i+y+z'»)» 



de sorte qtie la quantite dont il s'agit deviendra 
laquelle pent se mettre sous cette forme 

oil Ton voit que cette quantite a d'elle-meme la propriete d'etre tou- 
jours necessairement positive, quelles que soient les valeurs de 6) et ^; 
et, comme d*ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que j' 
et z' ne seront pas infinies, il s'ensuit que le minimum aura necessai- 
rement lieu dans la cycloide. 

Nous n'entrerons pas dans d^autres details sur ce probleme qui 
offre difFerents cas a examiner, suivant les conditions que Ton peut 
demander relativement au premier et au dernier point de la courbe, et 
par rapport a la courbe meme que Ton peut supposer devoir etre 
tracee sur une surface donnee. La solution de tons ces cas peut se 
tirer aisement des principes etablis ci-dessus. Voyez la fin de la vingt- 
deuxieme le^on du Calcul des Fonctions. 

74. L'analyse que nous avons employee pour trouver les maxima 
et minima des fonctions primitives donne lieu a une observation im- 
portante. Nous avons trouve (n^ 62) que, pour que la quantite 
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ait une fonction primitive, quelle que soit la valeur de &>, il feut satis- 
fiiire a I'equation 

Done, si cette quantite etait d*elle-meme la fonction prime d'une 
fonction de or, j, /', etc., a>, a>', etc., I'equation precedente aurait 
aussi lieu d'elle-meme et serait, par consequent, identique. 

Or on voit, par le n® 61, que la quantite dont il s'agit n'est autre 
chose que la partie du developpement de la fonction 

qui ne contient que les premieres dimensions de oi, oi ^ cd\ etc.; et je 
vais prouver que cette quantite sera necessairement une fonction 
prime, si f (a?, y^ /', /"...) est elle-meme une fonction prime d'une 
fonction de a?, j, y', etc. 

En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que soit 
la valeur de j en a?, elle le sera encore en mettant j-f- a> au lieu dejy*, 
quelle que soit la quantite ca ; done la fonction 

sera aussi necessairement une fonction prime, en prenant pour oi une 
fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit deve- 
loppee suivant les puissances et les produits de a», cJ ^ o)^^, etc., et 
denotons respectivement par P, Q , R, etc. , les parties de ce develop- 
pement qui contiendront les premieres dimensions , les secondes di- 
mensions, les troisiemes, etc., des memes quantites, on aura 

f(:r,J-^a,,/-+.a.^/'^-^^..) = f(a;,J,/,/^..)-hP^-Q-4-R-+.... 

Ainsi, il faudra que la quantite P + Q -f- R -f- ... soit la fonction 
prime d'une fonction de x, j, j', etc., et de tf, a>', (» ^ etc. ; et il est 
facile de voir que chacune des quantites P, Q, R , etc. , devra etre en 
particulier une fonction prime, pui^que ces quantites renfermant des 
dimensions differentes de I'indeterminee a» et de ses fonctions derivees 
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(a ^ (J\ etc., il est impossible, par la nature des fonctions derivees, 
que les fonctions primitives de P, Q, R, etc., dependent les unes des 
autres. Or on a, dans le numero cite, 

done cette quantite sera d'elle-meme une fonction prime. Done, 
enfin, si la fonction f (a?, /, y\ y"-") ^t "^^ fonction prime, I'e- 
quation 

f'(j) - [f'(/)]' + [ny")T - [nf')]"' + ... = o 

sera necessairement identique. 

Reciproquement, on peut demontrer que si cette Equation est iden- 
tique, la fonction f (^, j, j', j''...) sera necessairement une fonc- 
tion prime ; car nous avons vu que si cette equation est vraie, la quan- 
tite P est une fonction prime, quelles que soient les valeurs de y et 
de (o: done elle sera encore une fonction prime, si, a la place de/, 
on met J 4- ea. Supposons que, par cette substitution et par le deve- 
loppement suivant les dimensions de a>, oo\ (J\ etc., la quantite P 
devienne P -h/7 -f- ... ; la quantite p contenant les premiers termes 
du developpement dans lesquels a>, cd ^ «'', etc. , ne formeront que deux 
dimensions, on en conclura, comme plushaut, que la quantite/? sera, en 
particulier, la fonction prime d'une fonction de x^y^ y\ etc. , a>, a>\ etc. ; 
mais, par les formules generates que nous avons donnees dans le 
n** 76 de la premiere partie, il est facile de voir que Ton a /? = 2Q: 
done la quantite Q sera une fonction prime, y etco etant quelconques ; 
done elle sera encore une fonction prime en y substituant y ■+• ca 
pour J. Et si Ton suppose que, par cette substitution et par le deve- 
loppement suivant les puissances et les produits de a>, co\ etc., cette 
fonction devienne Q -h 7 4- . . . , la quantite q renfermant les premiers 
termes du developpement oil les eo^ co\ (J\ etc., ne formeront que 
trois dimensions, on en conclura aussi, comme ci-dessus, que la quan- 
tite q sera elle-meme une fonction prime ; mais par les formules du 
meme numero, on trouve ^ = 3R : done la quantite R sera elle-meme 
aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet, si r, ^, etc., sont 
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les premiers termes du developpeinent des quantites R , S, etc. , apres 
la substitution de y ■+- a> a la place de a>^ on aura (numero cite ) 
r = 4S, s = 5T, etc. ; d'oiiTon conclura, en suivant le meme rai- 
sonnement, que les quantites S, T, etc., seront anssi, chacune en 
particulier, des fonctions primes. 

Done toute la serie P H- Q -+- R -h ... sera necessairement la 
fonction prime d'une fonction de a:, j, /', etc., a>j a>', etc., quelles 
que soient les valeurs de y et de a> en x. Done la quantite 
f{Xy X -\- coj y -i- of..,) — f (a:, J, j'...), qui est egale a cette serie, 
sera une fonction prime en donnant a co une \aleur quelconque, et 
par consequent aussi, en feisant o) = — y\ or, dans ce cas, la 
fonction f(a?, j-ha, y' -\-co...) ne sera plus qu'une simple fonc- 
tion de X sans y m co^ qui pourra etre censee la fonction prime 
d'une fonction de x. Done la fonction f(a?, j, y\ j'^.-) sera 
elle-meme necessairement la fonttion prime d'une fonction de 
.r, y^ y , etc. 

75. II suitde la que I'equation 

f'(r)-[f'{j')rH-[f'(r'Or-- = o 

contient le caractere par lequel on pent reconnaitre si la fonction 
f («^> J» y' 1 /''•••) ^st ou non une fonction prime. 

On trouvera de la meme maniere que les deux equations 

f'(/)-ifV)]'-+-[f(/')r--=o, 
f'(z)-[f'(z')]'-f-[f(z'or-...=o 

renferment le caractere par lequel on pourra reconnaitre si la fonc* 
tionf(a7, J, j'... z, z'...) est ou non une fonction prime, les quan-^ 
tites J et z ^tant independantes. 

Mais si la quantite z dependait de T equation 

38. 
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on aurait, comme au n^ 71 , 



f'(r) - 



[ f ' (r')]' + 


[ f ' (/or - 


...-|-A(p'(j) 


V(r')" 


'-t- 


V(r'0]" - 


... — O, 


^f'(z'y 


'Hr 


[f'{z")Y 


... -4- A(p'(z) 


[A<p'(z')]' + 


'M{z")Y - 


... = o, 



r(2)- 



et Tequation resultante de relimination de Findeterminee A contien- 
drait le caractere qui ferait reconnaitre si la fonction ({xyjr, j', . . . z, z'. . .) 
est d'elle-meme, ou non, une fonction prime. 
Puisque la fonction primitive de la quantite 

est representee (n° 62) par 

a>(3 -4- coy + o)'^ -f- ..., 

en omettant, ce qui est permis, la constante arbitraire a, on trouvera, 
de la meme maniere, que le caractere par lequel on pourra recon- 
naitre si cette fonction primitive est elle-meme une fonction prime, 
sera renferme dans I'^quation 

|3 — /-f-r— ... =o, 

laquelle, en substituant pour p, y, (T, etc., leurs valeurs {n? 65)y 
devient 



f'(j')-a[f'(r'')]'-f-3[f'(y«')f 



... = O. 



Ainsi, le systeme de cette equation et de 1' equation trouvee ci- 
dessus, renfermera le caractere par lequel on pourra juger si la fonc- 
tion f (a:, J, j', j'^..) est d'elle-meme, ou non, la fonction seconde 
d'une fonction de Xj j, j', j'', etc.; et ainsi de suite. 

76. Ces differentes equations repondent a celles que, dans le calcul 
differentiel, on nomme conditions d'integrabilit^, et dont on s'est 
beaucoup occupe dans ces derniers temps. Nous nous contenterons 
ici d'avoir etabli, d'une maniere directe et rigoureuse, le principe de 
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la correspondance de ces equations avec celles du maximum et mini- 
mum des fonctions primitives, et nous renverrons, pour ce qui eon- 
ceme Tusage de ces equations de condition, aux differents ouvrages 
qui en traitent, et surtout a la vingt et unieme le^on du Calcul des 
Fonctions, oh cette matiere est traitee avec plus de detail et de gene- 
ralite. On y trouvera aussi un precis historique sur le probleme des 
isoperimetres dont la solution g^nerale, par la methode des varia- 
tions, fait Tobjet de la vingt-deuxieme lecon du meme Calcul, a 
laquelle nous renvoyons pour completer la theorie des variations 
exposee ci-dessus. 
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CHAPITRE QUATORZIfiME. 



De la mesure des soliditSs et des surfaces des corps de figure 

donnee. 



77. Nous avons donne, dans le chapitre VI , la maniere d'expri- 
mer, par les fonctions, les solidites et les surfaces des conoides formes 
par la revolution d'une courbe donnee autour d'un axe ; il nous reste 
a etendre cette analyse a tons les corps dont la surface est exprimee 
par une equation entre ses trois coordonnees. 

Considerons d'abord un solide dont la sur&ce soit exprimee par 
r equation 

son volume ou sa solidite sera exprimee, en general, par une fonc- 
tion de x et jy* que nous denoterons par F (^, y). Designons aussi par 
(p(x^ y) la fonction Ae x^ y qui exprime Taire de la section de ce 
solide, faite perpendiculairement k I'axe des a?, et correspondante a 
Tabscisse x\ done, en regardant y comme un parametre constant, et 
ne faisant varier que a?, on aura, par le n^ 27, Tequation 

Or la section dont ^(o?, y) est I'aire, est une courbe dont les 
abscisses sont j, et les ordonnees perpendiculaires sont z, et dont 
r equation est 

z = f(a?, y)^ 
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en regardant maintenant x comme un parametre constant qui ne varie 
que d'une section a Tautre. Done, en prenant z a la place de j, et j 
a la place de ^, on aura ( numero cite ) 

I'accent mis au bas de la caracterislique (p denotant la fonction derivee 
par rapport a j, comme nous Tavons pratique jusqu'a present. 
On a done les deux equations 

F'(^, j) = (P(^, y) et <p,{x, y) = f(a?, 7); 

d'oii, eliminant la fonction marquee par <p^^ apres avoir pris les fonc- 
tions derivees par rapport a j de la premiere equation, on aura 

f; (.-•,/) = %, J). 

Ainsi, pour avoir la fonction F(;r, y) qui exprime la valeur ou la 
solidite du corps dont la surface est exprimee par 1' equation 

z = i(x, j), 

il faudra prendre la double fonction primitive de f (a;, y) relativement 
a X et a y. 

78. On pent aussi parvenir directement a ce resultat par la con- 
sideration suivante. Puisque F(^, y) represente, en general, la 
partie du corps qui repond aux coordonnees j?, j, il est clair que 
1^ [x '^- i^ y) — Y{xy y) sera le segment compris entre les plans per- 
pendiculaires a celui des x^y^ qui repondent aux abscisses x et x-\- /, 
et qui sont termines par la meme ordonnee/. Done 

F(^-+-i, j + o) — F(a?, j + o) — F(a?+ i, y) + F(j:, y) 

sera I'exces du segment qui est termine par Tordonnee j -t- o sur 
celui qui est termine par Tordonnee j* ; et il est visible que cette diffe- 
rence n'est autre chose qu'un prisme dont la base est le rectangle /o, 
dont les aretes sont les ordonnees z de la sur&ce qui repondent aux 
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quatre angles de ce rectangle, c'est-a-dire les ordonnees f{x, j), 

t{x 4- ^ j)> f (^> X H- o)> ^{^ H~ ^ J"^ 0)7 ^* d^"* 1^ base superieure 
est la partie de la surface interceptee entre ces quatre ordonnees. Or 
il est facile de voir que la solidite de ce prisme curviligne est necessai- 
rement comprise entre celles des deux prismes rectangulaires dont la 
base est la meme ioy et dont les hauteurs sont la plus petite et la plus 
grande des quatre ordonnees dont nous venons de parler. Done il 
faudra que la fonction F (a:, f) soit telle que la valeur de la quantite, 

F (a; -f- ^^ 7 + o) — F(a? H- i, f) — F(^, j 4- o) + F(a?, 7) 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur des 
quantites 



iof{Xj j), /of (a? H- iy j), iof{xy y -f- o), w{{x H- ^ j -f- o), 

quelque petites que soient les valeurs de i et o. 

Developpons les foncdons marquees par F suivant les formules du 
n** 78 de la premiere partie. En poussant la precision jusqu'aux troi- 
siemes dimensions de i et o , on aura la quantite 



*t * • 



ioF {x, J) + — F; {x -t- At, ^ -h Ao) -I- — r (a: H- At, J -h Ao) 



,*8 



^ [r^\x + M, J -h Ao) - F'\x + M, j)] 

Developpons de meme les fonctions marquees par f, mais en s*arretant 
aux premieres dimensions de i et o, a cause qu*elles sont deja multi- 
pliees par io ; on aura les quatre quantites 

io{{x, j), 

ibf (a?, f) 4- Pof\x H- A^, j), 

iof{x, f) -f- io^f^{x, JH- Ao), 

wf (j?, j) -h Pof\x -h At, j) + w)*f,(a:, j -h Ao), 

et il faudra que la premiere quantite soit renfermee entre la plus grande 
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et la plus petite de ces quatre dernieres, en prenant pour i et o des 
quantites aussi petites que Ton voudra. Le coefficient A peut etre dif- 
ferent dans les differentes fonctions, mais il doit etre renferme entre 
les limites o et i . 

Or la difference de Tune a Tautre de celles-ci est, comme Ton voit, 
de Tordre de i^o ou de ib*, c'est-a-dire du troisieme ordre, en regar- 
dant i et o comme tres-petites du premier. Mais la difference entre la 
premiere quantite et Tune quelconque des quatre dernieres est 

avec des termes du troisieme ordre ; done, pour que cette difference 
soit tou jours plus petite que la difference precedente, qui n'est que du 
troisieme ordre, il est necessaire que le premier terme, qui est du 
second ordre, soitnul; autrement il serait possible de prendre les 
accroissements i et o assez petits pour que ce premier terme surpassat 
tons les termes du troisieme ordre, et que, par consequent, la pre- 
miere quantite tombe hors des limites formees par les quatre autres 
quantites. II faudra done que Ton ait 

io\¥[{x, y) — i{x, y)] = o, 

et, par consequent, 

comme nous Tavons trouve plus haut. 

79. Supposons maintenant que la fonction F (x, y) represente la 
mesure de la surface. Dans ce cas, il est clair que la quantite 

F(^ H- I, J 4- o) — F(a? + £, y) — ¥{x, y-^-o) 4- F(j?, y) 

representera la portion de surface comprise entre les quatre faces du 
prisme droit qui a io pour base. 

Imaginons qu'aux extremites des quatre ordonnees qui forment les 
aretes de ce prisme, on mene quatre plans tangents a la surface dans 
ces points ; on pourra prouver, par un raisonnement analogue a celui 
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du n^ 29 relatif aux tangentes, que la portion de surface qui forme 
la base superieure du prisme sera comprise entre la plus grande et la 
plus petite section du prisme, faites par les quatre plans tangents de 
la surface courbe . 

Soit d Tangle que le plan tangent a I'extremite de Tordonnee z 
fait avec Taxe des a?, /, on aura (n** 59) 



tang A = y/z'* -+- z 



2 



Or on sait, par la geometric, que la mesure de la projection d'un plan 
est egale a celle de ce plan multipliee par le cosinus de son inclinaison 
sur le plan de projection. Done, puisque les sections du prisme dont 
il s'agit ont toutes pour projection le meme rectangle ioj la mesure 
de la section faite par le plan qui touche la surface a I'extremite de 



^ Tordonnee z sera ; mais on a 

cosa ' 

COS* = - = 



^i-hz'+zy 



done la mesure de cette section sera ioy/i -h z'*-j- 2*, savoir, en 



substituant f(a?, j) a z, Joy/i-h f'(a;, j)*+f,(a;, j)*. 
Faisons, pour abreger, 



VH-r(a:, j)Vf^(:r, jr)'=(p{x, j), 

on aura io^{Xy j) pour la mesure de la section dont il s'agit; et, 
mettant .r -+- /, j + o a la place de a:, j, on aura celle des sections 
faites par les trois autres plans qui touchent la surface aux extremites 
des ordonnees f (a? -+- i, j), {{x, J -h o) et f (^ H- i\ j -f- o). Done 
il faudra que la quantite 

F(j? + i, J -H o) _ F(a? H- i, x) — F(a?, j -4- o) -h F (x, j) 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des quatre 
quantites 

w(p{x, j), io(p{x -h i, r)> io(p{x, y + o), u>ip{x -h i, y -h o); 
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et par une analyse semblable a celle du numero precedent, on en con- 
clura la condition 



F; {x, j) = (P {x, jr) = \/i-hfV', j)V f,(.r, jr)\ 

80. On voit par la que Tordonnee z d'une surface est la double 
fonction prime prise par rapport a a: et j de la fonction qui exprime 

le volume ou la solidite du corps, et que la quantite y/j -4- z^^ + z^ 
est la double fonction prime de la fonction qui exprime la surface elle- 
meme. 

Ainsi Tordonnee z etant donnee en fonction de x et y, il faudra 
prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidite, et la 

double fonction primitive de y/i H- z'*-h z^ pour avoir la surface. On 
est libre de commencer par la fonction primitive relative k x ou ky; 
mais la premiere fonction primitive admettra pour constante une fonc- 
tion de I'autre variable que Ton aura regardee comme constante, et il 
faudra determiner cette fonction conformement aux limites donnees 
de la surface. On determinera ensuite, d'apres ces limites, la premiere 
variable en fonction de la seconde, par rapport a laquelle on prendra 
de nouveau la fonction primitive. 

81. Si, pour faciliter la recherche des doubles fonctions primitives, 
ou pour d'autres vues, on voulait changer les variables a:, y en 
d'autres variables t etUy dont celles-la seraient des fonctions donnees, 
il faudrait, par les principes etablis dans la premiere partie (n*" 50), 
multiplier d'abord les fonctions regardees comme derivees doubles 
par x^; mais ensuite on ne pourrait pas substituer immediatement 
les valeurs de x\ y en i' et u\ parce qu'en prenant la fonction pri- 
mitive par rapport a Tune des variables, Tautre doit etre regardee 
comme constante. 

Soit f (a?, y) la fonction dont il s'agit d'avoir la double fonction 
primitive ; pour changer les variables x^ y en d'autres variables t et w, 
on la mettra d'abord sous la forme .r'j' f (^, y). Supposons qu'a la 
place de la variable a:, par rapport a laquelle on veut prendre d'abord 
la fonction primitive en regardant / comme constante, on substitue 

39 
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line fonction donnee de ^ et de j, ^ etant une nouvelle variable qui 
remplacera x. 

Soit X = (p{t^ j)? on aura, en ne faisant varier que t, 

et la fonction proposee deviendra 

dont il faudra prendre la fonction primitive par rapport k t^ y etant 
regardee comme constante, et ensuite par rapport ky^t etant regardee 
comnie constante. Or on pent aussi substituer a la place de^ une 
autre variable w, et supposer, puisque < est a son egard constante, 

ce qui donnera, en ne faisant varier que w, 

/=4'(")- 

Ainsi la fonction proposee deviendra ' ^ 

laquelle ne renferme plus que ^ et i^, a cause de 

et dont on pourra prendre la double fonction primitive par rapport a t 
et a £^. 

Puisque x = (p {t^ y) et r ^ 4 (^j ^)' on aura, apres la substitu- 
tion de jTj X egale a une simple fonction de f , et m que nous denote- 
rons par x (^> ")? de maniere que les transformations de x ety entetu 
seront representees par 

9 

Or I'equation identique (p {t, y) = x {^? w) donne, en faisant varier 
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separement t etUj 

^'(r)4V) = ;t'(«); 

eliminant <p'( j), on aura 

etcette valeur, etant substituee dans la demiere transfonnee de la fonc- 
tion proposee, donnera 

[^{t)^\u)-^(u)^\t)]i{x,y), 

que Ton peut mettre sous cette forme plus simple, 

{xy,—xy){{x,y), 

dans laquelle xet y pen vent etre des fonctions quelconques de ^ et w, 
et oil les traits superieurs indiquent les. fonctions derivees par rapport 
a ^, et les inferieurs indiquent les derivees par rapport a u. 

82. Ainsi, en regardant z comme une fonction Ae x eX y donnee 
par la nature de la surface du corps, et supposant que Ton substitue a 
la place de a;, / des fonctions quelconques de ^ et 2^, la solidite on le 
volume du corps et sa surface seront representes par les doubles fonc- 
tions primitives relatives ^^tetu des formules 



{^y, — ^y) ^ et (a;y, — xy) ^i-+- {z'y + (z,)% 

oil il faut remarquer que les fonctions derivees de z doivent etre prises 
par rapport a a? et/; mais, si Ton substitue tout de suite dans z, pour 
X et y-y leurs valeurs en ^ et m, il est clair que z deviendra une simple 
fonction de ^ et w ; et voici comment on pourra exprimer les derivees 
de z par rapport kxety par ses derivees par rapport a ^ et 2^. 

Pour distinguer ces derivees les unes des autres, nous renfermerons 
les premieres entre des parentheses. Ainsi (z') et (zj designeront les 
derivees de z prises par rapport k x et y, et z', z, designeront simple- 
ment les derivees de z prises par rapport kt et u, apres la substitution 



fs 
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des valeurs de Xj y ent et u dans Texpression de z. En regardant 
done z comme fonction de ,r, j, et a?, j corame fonctions de t, u, et 
prenant les deri vees separement par rapport a t etkuy on aura , par 
les principes etablis dans la premiere partie, 

z' = {z')x' + (z,)/, 
d'oii Ton tire 

ce sont les valeurs qu'il faudra substitiier dans le radical 



et, la substitution faite, on aura la formule 



yj{x'y, - xj'Y -h {z'x- z,xy -t- {z'y, - z,y')\ 

dont la double fonction primitive, prise par rapport a ^ et a a, don- 
nera la surface du corps ; les variables z^ x^y etant maintenant regar- 
dees comme de simples fonctions de £ et i/. 

83. Ces expressions pour le volume et pour la surface d'un corps 
quelconque, dont les coordonnees x^ y^ z sont supposees fonctions 
de t et w, etant traduites en langage differentiel , deviennent 



^*^"(Sf«+SS)^' ^* 



u 



dtduKJ {— ^ — — ^V-u/'— '^ — — — V-4- (^^ _^iry 

V \dt du du dx) \dt du du dt ) \dt du du dt ) ^ 

et representent les elements infiniment petits du volume et de la sur- 
face, qu'il faut integrer et completer d'abord par rapport a Tune des 
deux variables ^, m, et ensuite par rapport a T autre. 

84. Pour donner une application de ces formules, nous suppose- 
rons que le corps dont on cherche la solidite et la surface soit un ellip- 
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soide quelconque dont les trois demi-axes soient a, 6, c; Tequation 
de sa surface entre les trois coordonnees rectangles x, y^ z, paralleles 
aux demi-axes a^ b, Cy sera representee ainsi: 



or 6' c' 



d'oii Ton aura z en fonction de x ety. 

Mais on evitera Tirrationalite de z en prenant deux angles indeter- 
mines t et u, el en faisant 

J? = a sin ^ cos w, jr = bsint sin «, z = c cos t ; 

et, pour avoir le volume et la surfece de tout Fellipsoide, il suffira, 
apres les substitutions, de prendre les fonctions primitives separement 
par rapport a ^ et i^, depuis ^ = o jusqu'a t egal a deux angles droits, 
et depuis u = o jusqu'a u egal a quatre angles droits ; car cette trans- 
formation des coordonnees de I'ellipsoide, que M. Ivori parait avoir 
employee le premier pour faciliter le calcul de Tattraction de ce solide 
{Transactions philosophiques de 1809, ^^'- ■^^)> ^ Tavantage de 
rendre independantes les fonctions primitives relatives a tetUy lorsque 
la double fonction primitive doit s'etendre a la surface entiere. 

En prenant les fonctions derivees des x^y] z par rapport a ^ et a 2^, 
on aura 

x' =z a cos t cos z/, y z=L b cos t sin w, z' = — c sin t, 

x^ = — a sin t sin u^ y^ =z b sin t cos w, z, = o; 

et de la on aura 

x'y^ — x^y' == ab sin t cos f , 
z^x^ — z^x' = ac sin ^* sin «, 
z'y^ — z,/' = — 6c sin t^ cos u ; 

de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de Tellip- 
soide deviendront 

abc sin t cos t^, sint ^a^b^ cost^ + c* {a^ sin u^ H- b^ cos u^ ) sin^ 



3 
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dont il faudra prendre les fonctions primitives, depuis ^ = o jusqu'a 
t = 7ry et depuis u== o jusqu'a u = 27r, tt etant la demi-peripherie. 

85. Gonsiderons d'abord la formule abc sin t cos t^ pour le volume. 
En substituant i — sin ^ ^ a la place de cos ^ ^ , et ensuite |sin t — {sin 3^ 
au lieu de sin ^ % elle devient 

— (sin t -+- sin 3^) , 

dont la fonction primitive, prise de maniere qu'elle commence oil 
^ = o, est 

abc ( 



xhc ( ^ I — cos3t\ 



Faisant t=^7r^ ce qui donne cos f = — i et cos 3^ = — i , elle se reduit 

X 'xabc 

«— • 

II faut prendre encore la fonction primitive de celle-ci par rapport 
a u depuis w = o jusqu'a w = stt ; et, comme la variable w, dont la 
fonction prime est i , ne s'y trouve pas, il n'y aura qu a multiplier sim- 

plement par a-zr , ce qui donnera -j— 'tt pour la solidite ou le volume 
du spheroide entier dont a^ b^ c sont les trois demi-axes. 

86. Venons a la formule relative a la surface, etsupposons d'abord, 
pour la simplifier, a = ft, ce qui donne un spheroide de revolution 
autour de Taxe 2c ; elle deviendra 



a sint^b^ cos t^ -\- c^ sin t^ , 

oil Ton voit que Tangle u a disparu ; je conserve la lettre b sous le signe, 
pour plus de generalite. 

Faisons cos ^ = ^, on aura sin t = — / ; d'ailleurs on a sin ^* = i — s^; 
on aura ainsi la transformee 

— as' y/c^-f. {b' — c')s' , 
dont il faudra prendre la fonction primitive depuis s = i jusqu'a 
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Soit b^ — c^ =1 e^^ on aura la fonction primitive par rapport a s^ 

— — \/c^+ eV^-h — 1(— ej-+- y/c^+eV); 
faisant ^ = i , elle se reduit a 



ab . ac 



ae 



A{b-ey, 



et faisant s = — i , elle devient 

ab ac* 



a ne 



l{b-he) 



Done la fonction primitive complete, relativement a ^ ou a t, sera 

ai-f-^lj±^. 

ae b — e 

11 faut de nouveau en prendre la fonction primitive relative a m, et 
comme la variable u ne s'y trouve pas, on se contentera de la multi- 
plier par 277- ; et faisant maintenant b = a^ on aura pour la surface 
entiere du spheroide forme par la revolution d'une ellipse dont les 
demi-axes sont a et e, autour du petit axe 2c, la formule 

9 . nac* 1 a+e 
e a — e 

oil e est Texcentricite = y/a^ — c*. 

Pour que la valeur de e soit reelle, il faut que a > c, et, par con- 
sequent, que le spheroide soit aplati et forme par la revolution de 
I'ellipse autour de son petit axe ne. 

Si Ton voulait avoir la surface d'un spheroide allonge, forme par la 
revolution d'une ellipse autour de son grand axe, il faudrait prendre ac 
pour son grand axe; alors la valeur de e deviendrait imaginaire. Soit, 
pour ce cas, c* — a' = E^, on aura 



et, passant des logarithmes imaginaires aux arcs reels, par les formules 

3*dd. 4o 
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du n''22 ( premiere partie) , on aura pour la surfoce cherchee la formule 



2^a» + ^. angle (tang f) 



87 . Si Ton n'avait pas fait a =&, et que Ton eut suppose, en general , 

V2 a"sina*+i*cosM" 
= 1 ' 

or 

on eut eu, pour la fonction primitive relative a ^, la formule 

ab H 1 T-^— y 

ae b — e 

oil e^ = fe^ — c^V^ 

et il aurait ete impossible, dans Tetat actuel de T analyse, de trouver 
la fonction primitive de celle-ci relative a u- Mais on peut toujours 
avoir cette fonction par approximation, lorsque la difference des demi- 
axes a et 6 est asset petite. 

Soit "7 = i\ cette quantity etant positive ou negative, la quan- 

tite V* deviendra i + /cos w*, et il n'y aura qu'a mettre dam la for- 
mule prec^dente, c* (1+ * cos 1^^) a la place de c*V*, ensuite deve- 
lopper par rapport a i. Done, si Ton suppose 






on aura, en developpant par les fonctions derivees relatives a e', la 



/ • 



2 



serie 

ab-+-f{c^) -h f'(c^) cHcosu^'+'^r{c^) cVcostt* 
-^. JLr(cMcVcosw* 

dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives a u , depuis 
u = jusqu'a u = 29r. 

Designons par 29ra, 27r|3, 27ry, etc., les fonctions primitives de 
cos w^, cos M% cos a*, etc., prises entre ces limites, on aura, pour la 
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surface de rellipsoide dont a, by c sont les trois demi-axes, Texpression 

serie qui sera d'autant plus convergente que la quantite i sera plus 
petite. 

A regard des coefficients a/ p, 7, etc. , il est facile de les determiner 
en r^olvant les puissances de cos u en cosinus d' angles multiples de Uj 
par le moyen de I'expression exponentielle imaginaire de cos u (n^ 22, 
premiere partie ) ; et comme les cosinus ont pour fonctions primitives 
les sinus correspondants, lesquels deviennent nuls aux deux extremites 
oil w = o et w = 297-, il s'ensuit qu'il ne restera que les termes inde- 
pendants de w, multiplies par 27r, oil il est facile de voir que ces 
termes ne sont que les coefficients du terme moyen du binome, eleve 
a la seconde, a la quatrieme, a la sixieme, etc., puissance, divise par 
la meme puissance de 2. Ainsi Ton aura 

2 ^ 4-3 6.5.4 . 

* = !' P = 7-o» 7= / o ^ etc. 

4 ^ 4-8 4'0.i2 
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TROISIEME PARTIE. 



APPUCATION DE LA TH^ORIE DES FONCTIONS A LA MECANIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

De tobjet de la mecanique. Du mous^ement uniforme et du mouvement 
uniformement accel6re. Du mouvement rectiUgne en giniral. Rela- 
tion entre Vespace, la vitesse et la force a^celerairice. 



I. Nous allons employer la theorie des fonctions dans la meca- 
nique. Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps que 
nous designerons toujours par t ; et conmie la position d'un point dans 
Fespace depend de trois coordonnees rectangulaires .r, /, s, ces coor- 
donnees, dans les problemes de mecanique, seront censees etre des 
fonctions de t. Ainsi, on pent regarder la mecanique comme une geo- 
metrie a quatre dimensions, et Tanalyse mecanique comme une exten- 
sion de I'analyse geometrique. 

Considerons d'abord le mouvement rectiligne, et supposons que x 
soit Tespace parcouru pendant le temps t\ on aura x = ftj et la fonc- 
tion ft devra etre telle, qu'elle devienne nuUe lorsque ^ = o. La 
forme la plus simple de ft est evidemment o^; ce qui donne x ^= at^ 
a etant une constante : ainsi, dans le mouvement represent^ par cette 
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equation, les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux 
temps ecoules depuis le commencement du mouvement ; ce qui est la 
propriete du mouvement que I'on appelle uniforme. La constante a, 
qui exprime le rapport de Tespace au temps, est la mesure de ce que 
Ton nomme la vkesse; c'est le seul element qui entre dans cette espece 
de mouvement, et par lequel un mouvement uniforme difiere d'un 
autre mouvement uniforme. 

L'observation et Texperience nous font voir qu'un corps mis en 
mouvement d'une maniere quelconque, si Ton ecarte toutes les causes 
d' alteration qui peuvent agir sur lui, continue a se mouvoir de lui- 
meme d'un mouvement rectiligne et uniforme ; d'oii il suit que la 
vitesse, une fois imprimee, se conserve toujours la meme, et suivant la 
mSme direction : c*est en quoi consiste la loi du mouvement. 

Si Ton represente le temps par Tabscisse, etl'espace parcouru par 
Tordonnee d'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mou- 
vement uniforme une droite passant par Torigine des abscisses, et que 
la tangente de Tangle qu'elle &it avecl'axe sera la mesure de la vitesse 
du mouvement. 

2. La fonction de t la plus simple apres at^ est &£^; en prenant 
cette expression pour ft, on aura une autre espece de mouvement 
rectiligne represente par F equation j? = &t^, dans laquelle les espaces 
parcourus depuis I'origine du mouvement sont proportionnels aux 
Carres du temps. 

L'observation et I'experience nous presentent aussi journellement 
ce mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en 
fiiisant abstraction de la resistance de I'air, et de toute autre cause 
etrangere d'alteration. La constante b, qui est le seul element qui entre 
dans la constitution de ce mouvement, est la meme pour tous les corps 
dans le meme lieu de la terre, et depend de la force de la gravite qui 
le produit et qui agit sans cesse de la meme maniere sur le mobile. 
Ainsi, ce mouvement ne se continue qu'en vertu de la force, que Ton 
pent regarder comme une cause exterieure agissant continuellement 
sur le corps, et dont le coefficient b est la mesure. 
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Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande 
raison que les temps, on le nomme mouvement accelSrS, ct, en par- 
ticulier, on appelle celui dont il s'agit, uniformiment accilere, par la 
raison que nous Terrons dans un moment. 

Si Ton represente iei le temps par Tabscisse, et Tespace parcouru 
par Tordonnee d'une courbe, on voit que cette courbe sera une para- 
bole dont le parametre sera -7 > et dont 1' axe principal sera I'axe des or- 

donnees y. 

Le mouvement le plus simple, apres celui que nou^ venons de con- 
siderer, serait celui oil Ton aurait j? = c^' ; mais la nature ne nous 
offre aucun mouvement simple de cette espece, et nous ignorons ce 
que le coefficient c pourrait representer, en le considerant d'une 
maniere absolue et independante des vitesses et des forces. 

Ce sont la les mouvements simples dont toutes les autres especes 
de mouvement peuvent etre regardees comme composees ; et Tart de 
la mecanique consiste dans cette composition et decomposition, d'ou 
resultent les rapports entrc les temps, les espaces, les vitesses et les 
forces. 

5. Si Ton reunit les deux especes de mouvement que nous venons 
de considerer, on aura le mouvement represente par Tequation 

0? = of -h bt^, 

qui sera, par consequent, compose d'un mouvement uniforme et d'un 
mouvement uniformement accelere , et qui resultera de la reunion des 
deux causes qui peuvent produire chacun d'eux en particulier, c'est-a- 
dire d'une vitesse proportionnelle a a, primitivement imprimee, et 
d'une force acceleratrice proportionnelle a ft, agissant continuellmient 
sur le mobile. 

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvements 
dans les corps pesants lances verticalement de haut en bas, ou de bas 
en haut, en faisant abstraction de la resistance de I'air, et de toute 
autre cause etrangere. Dans les corps lances verticalement de haut en 
bas , la force h agit dans la direction meme du mouvement, comme 
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Qous le suppoaons; mais, dans les corps lances verticalement de bas en 
haut, la force b agit en sens contraire, et devient, par consequent, 
negative: elle tend ainsi a retarder le mouvement du corps, et s'ap* 
pelle alors ^rc^ retardatrice. Le mouvement lui-meme s'appelle, dans 
ce cas, unifbrm^ment retarde. 

L'observation nous fait voir que, dans la composition de ces deux 
mouvements, chacun d'eux se conserve comme s'il etait seul dans le 
mobile, de maniere que Tespace parcouru, au bout d'un temps quel- 
conque, est exactement la somme ou la difference des espaces que le 
mobile aurait parcourus separement, en vertu des deux causes qui pro- 
duisent les deux mouvements; de sorte que le resultat , c'est-a-dire 
Tespace parcouru , est le meme que si les deux mouvements avaient 
lieu separement et successivement. 

4. Considerons maintenant un mouvement rectiligne quelconque 
represente par I'equation x = f/, ft etant une fonction quelconque 
de t. Au bout du temps £, le mobile aura parcouru I'espace ft ; et au 
bout du temps f -h fl, il aura parcouru Tespace f (* + 9) : par conse- 
quent, la difference f{t-\-9) — ft sera Fespace parcouru pendant le 
temps d, qui a commence a Tinstant ou le temps t a fini. La fonction 
f (^ H- fl), etant developpee suivant les puissances de fl, devient 

comme on I'a vu dans la premiere partie : done Tespace parcouru 
durant le temps 9 sera represente par la formule 

3 a. D 

dans laquelle le temps t ecoul^ avant le temps est maintenant re- 
garde comme une constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace 
est parcouru sera compose de difierents mouvements partiels, dont 

les espaces repondant au temps fl, seront flf't, — T'^, —^ f^t^ etc. ; et 

Ton voit que le premier de ces mouvements partiels sera unifoi-me 
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avec une vitesse mesuree par ft ( n** 2), et que le second sera unifor- 
mement accel^re et du a une force acceleratrice proportionnelle a \{'U 
{n^ 3). A regard des autres, comme ils ne se rapportenta aucun mou- 
vement simple connu, il ne sera pas necessaire de les considerer en 
particulier, et nous allons faire voir que Ton pent en faire abstraction 
dans la determination du mouvement au commencement du temps Q. 
En effet, si Ton developpe la fonction f (* -h fl) par notre formule 
generale de la premiere partie (n°* 40, 78). on aura 

ft + flf'^ + ?^n + —^ r{t + Afl), 

2 a. 3 ^ ^ 

A etant un coefficient inconnu dont la valeur est necessairement com- 
prise entre o et i ; de sorte que I'espace parcouru dans le temps Q sera 
exprime exactement par la formule 

Les deux premiers termes representent, comme Ton voit, le mouve- 
ment compose d'uniforme et d'uniformement accelere; le troisieme 
represente la totalite des deux autres mouvements qui se combinent 
avec celui-la, et qui empechent le vrai mouvement d'etre un simple 
resultat de ces deux. Mais j'observe que Ton pent prendre 6 assez 

petit pour que le mouvement compose des deux termes df '^ H — f't 

approche plus du veritable mouvement que ne pourrait faire tout 
autre mouvement compose d'un mouvement uniforme et d'un mouve- 
ment uniformement accelere : car la difference des espaces parcourus 
pendant le temps 6, par le mouvement compose dont il s'agit, et par le 

veritable mouvement, sera exprimee par — ^ f '^'(^ -h A0) ; mais I'espace 

parcouru par tout autre mouvement compose d'un uniforme et d'un 
uniformement accelere, etant represente par afl -f- 60^ ( n** 5 ), la dif- 
ference entre cet espace et le veritable espace parcouru sera 
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et il est aise de prouver par un raisonnement semblable a celui du n^ 5 
(deuxieme partie) que tant que a el b different de Vt et {f''^, on 
pourra toujours prendre fl assez petit pour que cette derniere diffe- 
rence surpasse la premiere, et que des que cette condition aura lieu 
pour une valeur de fl, elle aura lieu, a plus forte raison, pour toutes 
les valeurs plus petites. Done le terme flf '^ ex prime tout ce qu'il pent 
y avoir d'uniforme dans le mouvement propose , considere au com- 

mencement du temps fl, et le terme — i'^t exprime de meme tout ce 

qu'il pent y avoir dans ce mouvement d'uniformement accelere. 

On pent conclure de la que tout mouvement rectiligne, represente 
par Tequation x = ft, pent, dans un instant quelconque au bout du 
temps ty etre regarde comme compose d'un mouvement uniforme du 
a une vitesse imprimee au mobile, mesuree par f'^, et d'un mouvement 
uniformement accelere du a une force acceleratrice agissant sur le 
mobile et proportionnelle a \f^ty ou simplement a f'^; que, par con- 
sequent, si les causes qui empechent le mouvement propose d'etre 
uniforme venaient a cesser tout a coup, le mouvement se continue- 
rait des cet instant d'une maniere uniforme avec une vitesse mesuree 
par f't ; et que si Teffet de ces causes, au lieu de devenir nul, devenait 
constant, le mouvement deviendrait compose du mouvement uniforme 
dont nous venons de parler, et d'un mouvement uniformement acce- 
lere, commencant au meme instant, en vertu d'une force acceleratrice 
constante et proportionnelle a f"^. 

Plusieurs phenomenes de la nature, et surtout les resultats des diffe- 
rentes experiences que Ton a imaginees sur la chute des corps, con- 
firment pleinement la conclusion que nous venons de trouver, et qui 
doit etre regardee comme le principe fondamental de toute la theorie 
du mouvement. 

5. Done, en general, dans tout mouvement rectiligne dans lequel 
I'espace parcouru est une fonction donnee du temps ecoule, la fonc- 
tion prime de cette fonction representera la vitesse, et la fonction 
seconde representera la force acceleratrice dans un instant quelconque ; 
car, comme les temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des 

3« ed. /\i 
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choses heterogenes que Ton ne peut comparer ensemble qu'apres les 
avoir reduites en nombres, en les rapportant chacune a une unite de- 
terminee dans son espece, nous pouvons, pour plus de simplicite, ex- 
primer immediatement la vitesse et la force par les fonctions primes at 
secondes, comme nous exprimons Tespace par la fonction primitive. 
D'ou Ton voit que les fonctions primes et secondes se presentent na- 
turellement dans la mecanique, oil elles ont une valeur et une signifi- 
cation determinees ; c'est ce qui a porte Newton a etablir le calcul 
des fluxions sur la consideration du mouvement. Ainsi Tespace, la 
vitesse et la force etant regardes comme des fonctions du temps, sont 
representes respectivement par la fonction primitive, par sa fonction 
prime et par sa fonction seconde; de maniere que, connaissant Texpres- 
sion de Tespace par le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse 
et de la force par I'analyse directe des fonctions : mais si Ton ne con- 
nait que la vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter 
aux equations primitives par les regies de I'analyse inverse. 

Ges notions de la vitesse et de la force acceleratrice sont, comme Ton 
voit, tres-simples, et independantes de toute metaphysique. Elles sont 
fondees sur la nature du mouvement regarde comme le transport d'un 
corps d'un lieu a un autre. Si un corps demeure en repos, sa vitesse 
est evidemment nuUe ; mais il peut eprouver Taction d'une force acce- 
leratrice qui, etant arretee par quelque obstacle, ne produit qu'une 
tendance au mouvement. Gette force est alors ce que Ton appelle 
presswn ou force morte, et peut etre comparee a Faction qu'un corps 
pesant exerce sur I'obstacle qui I'empeche de tomber. 

6. Designons par x I'espace parcouru durant le temps t^ en regar- 
dant X comme fonction de ^, on aura, suivant la notation employee 
jusqu'ici, x' pour la vitesse au bout de ce temps, et x" pour la force 
acceleratrice dans le meme instant; d'oii Ton voit que, si la loi du mou- 
vement est donnee par une relation entre le temps, I'espace, la vitesse 
et la force, on aura une equation du second ordre entre it, x^x' ^ x" ^ 
d'ou il faudra tirer I'equation primitive en f , en x par les regies de 
I'analyse inverse des fonctions, et Ton determinera les deux constantes 
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arbitraires qui entreront dans cette equation, par les valeurs donnees 
de X et x^ dans un instant donne, c'est-a-dire par Fespace et la vitesse, 
que Ton suppose connus dans cet instant. 

Dans le mouvement uniforme represente par T equation x = at^ on 
aura done 

x^ = a, x'^=o; 

ainsi, le eoefficienta, rapport de respaceparcouru au temps, exprimera 
la vitesse, et la force acceleratrice sera nulle. Dans le mouvement uni- 
formement accelere et represente par x = bt^, on aura 

x^ = abty et x'^ = 26. 

Done la vitesse, dans un instant quelconque, est proportionnelle au 
temps ecoule depuis I'origine du mouvement. Le rapport entre la 
vitesse et le temps exprime la force acceleratrice, et est double du 
rapport entre I'espace parcouru et le carre du temps. L'augmentation 
continuelle et uniforme de la vitesse dans cette espece de mouvement, 
lui a fait donner le nom de moui^ement urdformement acceUre. 

Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les 
forces' acceleratrices, c'est de prendre la force de la gravite dans un 
lieu donne pour Tunite. Ainsi Ton aura pour les corps pesants, 



2 



2^ = I et ^ = - ; 
done 



X = — 
2 



x^ =z t = ^2x; 



de sorte que Ton pent determiner la vitesse par la racine carree du 
double de la hauteur d'oii un corps pesant doit tomber pour acquerir 
cette vitesse. Par consequent, si Ton veut prendre une vitesse donnee 
pour r unite des vitesses, il faudra alors prendre pour T unite des 
espaces le double de la hauteur necessaire pour la produire. 



41. 
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CHAPITRE DEUXIfiME. 



De la composition des mouvements , et en particuUer de cells de 
trois moui^ements uniformes. De la composition et de la decompo- 
sition des vitesses et des forces. De la trajectoire des projectiles 
dans le vide. 



7. Nous venons d'examiner la nature eties proprietes dumouve- 
ment rectiligne ; le mouvement curviligne se reduit naturellement a 
deux ou trois mouvements rectilignes, suivant que la courbe decrite par 
le mobile est a simple ou a double courbure. En effet, en rapportant 
cette courbe a deux ou trois coordonnees rectangulaires a;, j, z, il est 
clair que la determination du point de la courbe oil le mobile se trou- 
vera a chaque instant, dependra de la valeur de ces coordonnees au 
meme instant ; de sorte que chacune de ces coordonnees sera une 
fonction donnee du temps, et pourra representer Tespace rectiligne 
parcouru par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur 
chacun des trois axes des memes coordonnees. 

Ainsi, si le mouvement se fiiit dans un plan, il pourra etre represente 
par les deux equations 

X = ft, y = F^ 

d'oii, eliminant t^ on aura en «r et j Tequation de la ligne parcourue 
par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans differents, il sera 
represente alors par les trois equations 

x=z{t^ f=zFt^ z = ^t; 
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d'ou, eliminant tj on aura deux equations en Xy /, z, qui determine- 
ront la ligne a double courbure decrite par le corps. 

Supposons d'abord que les trois mouvements relatife aux axes des 
J7, Yj z soientuniformes, on aura 

ay by c etant les yitesses de ces mouvements. Eliminant f , on aura 

bx ^ ex 

r = — et z = —J 

^ a a 

deux equations qui appardennent a une ligne droite passant par Tori- 
gine des coordonnees, et dont les projections sur les plans des a:, j, 

et des Xy z font, avec I'axe des a;, des angles dont - et - sont les tan- 

gentes. La partie de cette droite qui repond aux coordonnees a:, y, z 
sera done 



\Jx^ + J* H- z^ = t yja^ + ft« + c' ; 

ce sera I'espace decrit pendant le temps t^ en vertu des trois mouve- 
ments uniformes. Ge mouvement compose sera done aussi rectiligne 

et uniforme, avec une vitesse egale a y/a* + 6^ + c*. A Tegard de sa 
direction, il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coor- 
donnees 07, J, z, et il est visible que, puisque erf, bt^ ct sont les pro- 
jections de la ligne t y/a* -|- 6* -4- c* sur les trois axes, les rapports 

= ^ = > . ^, == seront les cosinus des anfrles 

que cette direction fait avec les memes axes. La somme des carres de 
ces cosinus est, comme Ton voit, egale a Tunite, ce qui est la pro- 
priete connue des angles qu'une m^me droite fait avec trois autres 
droites perpendiculaires entre elles. 

8. Nommons A la vitesse du mouvement compose, ettf, ^,7 les 
angles que la direction de ce mouvement £iit avec les trois axes, on aura 



A = yja^ + ^>^ -f- c 



a 
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et 



a 



^ ' b r^ C 

-J = COS a, J = cosp, -T = cos y; 



d'oii Ton tire 



a 



= A cos fit, i = Acosj3, c = Acosy. 



On voit par la comment la vitesse A d'un mouvement uniforme, 
suivant une direction donnee, pent se decomposer dans trois vitesses 
a, b, c suivant des directions perpendiculaires entre elles. 

Si done un corps avait a la fois deux vitesses A et B suivant des 
directions donnees, faisant, avec trois axes perpendiculaires entre eux, 
les angles respectifs a, |3, 7 et A, /w, v, il en resulterait, suivant ces 
memes axes, les vitesses composees 

A cos a H- B cos A, A cos |3 H- B cos yw, A cos 7 -+- B cos y ; 

et ces vitesses donneraient une vitesse unique C , avec une direction 
qui ferait, avec les memes axes, les angles tt, p, a, de maniere que Ton 
aurait 

C cos TT = A cos a -+- B cos A, 
C cos p = A cos |3 H- B cos /w, 
C cos a- = A cos 7 4- B cos v. 

Comme les lignes A cos a, A cos p, A cos y sont les projections sur 
les trois axes de la ligne A prise sur la direction de la vitesse A, et 
ainsi des autres quantites semblables, il est facile de conclure des equa- 
tions precedentes que, si Ton place les deux lignes A et B Tune au 
bout de I'autre, suivant leurs propres directions, la ligne C joindra ces 
lignes, de sorte que A, B, C seront les trois cotes d'un triangle ; et si, 
sur les deux lignes A et B partant d'un meme point, on construit un 
parallelogramme, la ligne G en sera la diagonale. De cette maniere, la 
composition et decomposition des vitesses se reduit a une considera- 
tion geometrique tres-simple; mais; pour le calcul, il est plus simple 
encore de tout rapporter a trois axes perpendiculaires entre eux par 
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les formules pr^cedentes, que Ton peut etendre a autant de vitesses 
que Ton aura a composer. 

Nous remarquerons encore que si Ton nomme A Tangle des deux 
lignes A et B partant d'un meme point, le carre de la ligne qui les 
joindra sera exprime, comme Ton sait, par 

A^— 2ABcosA-hB^ 

D'un autre cot^, en considerant les projections de ces lignes, il est aise 
de voir que ce meme carre sera exprime par 

(A cos a — B cos A)*+ (A cos |3 — B cos /te)* -h {k cos y — B cos v)* 
= A* -h B* — aAB (cos A cos A h- cos ^ cos ^ + cos y cos v) ; 

d'oii Ton tire, par la comparaison, 

cos A = cos a cos A -h cos (3 cos ^ + cos y cos v, 

equation qui donne la relation entre Tangle A de deux lignes et les 
angles a, |3, 7 et A, ^, v que ces lignes font avec trois axes perpendi- 
culaires entre eux. Cette relation est connue dans la trigonometric sphe- 
rique; mais, conune nous aurons occasion d'en faire usage dans la suite, 
nous avons ete bien aise de la demontrer par la m^thode des projections . 

9. La consideration des mouvements uniformes nous a donne la 
composition et la decomposition des vitesses ; celle des mouvements 
uniformement acceleres nous donnera de meme la composition et la 
decomposition des forces. 

En efTet, supposons que les trois mouvements rectilignes suivant les 
axes des coordonnees a:, /, z soient uniformement acceleres et pro- 
duits par des forces acceleratrices ^, A, ^, on aura (n^ 6) 

L' elimination de t donne 

hx kx 

J = — y 2 = — ? 

S 8 
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ce qui fait voir que la ligne decrite en vertu de ces mouvements est 
aussi une droite passant par Torigine des coordonnees. La partie de 
eette droite qui repond aux coordonnees a?, y^ z sera done aussi 



ce sera I'espace parcouru par le mouvement compose, pendant le 
temps t: d'oii Ton voit que ce mouvement sera aussi uniformement 
accelere, et du a une force acceleratrice egale a y/g*^ 4- A^ h- A*^. 
Et comme les lignes {g**^ , {^^^> \^^^ sont les projections de la ligne 

1^* \/ff^ -h h^ -h k^ sur les trois axes , les rapports -===M==^ , 
— J =■ seront les cosinus des ans'les que la direc- 

tion du mouvement compose fera avec les memes axes. 

On voit par la que la composition des mouvements uniformement 
acceleres suit les memes regies que celle des mouvements uniformes, 
et que, par consequent, la composition et decomposition des forces se 
fait de la meme maniere que celle des vitesses ; de sorte que les for- 
mules trouvees dans le numero precedent s'appliquerontegalement aux 
forces acceleratrices, en substituant simplement les forces aux vitesses. 

Ainsi, si im mobile est sollicite a la fois par deux forces G et H, sui- 
vant des directions donnees, dont les angles avec trois axes perpendi- 
culaires entre eux soient respectivement a, (3, 7 et.A, ^, v, il en resul- 
tera, suivant les directions des trois axes, les forces composees 

Gcos A -+- Hcos A, G coS|3 -h H cos /^, G cos 7 + H cosv; 

et si K est la force unique resultante de celle-ci, en nommant tt, p, (x 
les angles que sa direction fera avec les memes axes, on aura les equa- 
tions 

K cos 7r=G cos a + H cos A, 
K cos p = G cos j3 -t- H cosa^, 
K cos (7 = G cos 7 4- H cos v. 

Gette maniere de considerer la composition des vitesses et celle des 
forces comme des resultats de la composition des espaces parcourus 



I 
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me parait la plus naturelle, et elle a TaYantage de faire voir clairement 
pourquoi la composition des forces suit necessairement les memes lois 
que celle des vitesses. Gomme on pent considerer les forces indepen- 
damment du mouvement, on a cherche a deduire leur composition de 
principes purement geometriques ou analytiques ; mais il ne serait pas 
impossible de prouver que toutes les demonstrations que Ton a donnees 
de la composition des forces ne sont que la composition des espaces, 
deguisee: il n'en faut peut-etre excepter que celles qui sont fondees 
sur Tequilibre du levier droit. 

iO. Si les mouvements suivant les axes des coordonnees etaient com- 
poses d'uniformes et d'uniformementacceleres, de maniere que Ton eut 

alors la ligne decrite en vertu de ces mouvements ne serait plus droite, 
elle serait seulement dans un meme plan passant par Torigine des coor- 
donnees; car, en eliminant t et t^ des trois equations, on aurait une 
equation de la forme 

Ix + mf H- nz = o- 

Mais on pent composer a part les trois mouvements uniformes et les 
trois mouvements uniformement acceleres, et il en resultera un mou- 
vement compose d'un simple mouvement uniforme suivant une direc- 
tion donnee, et d'un simple mouvement uniformement accelere sui- 
vant une autre direction donnee. 

La nature nous presente aussi la combinaison de ces mouvements 
dans les projectiles lances obliquement aThorizon, en faisant abstrac- 
tion de la resistance de Tair. Le mouvement uniforme, effet de la 
vitesse imprimee, se continue en ligne droite, comme s'il etait seul ; et 
le mouvement uniformement accelere, effet de la gravite du corps, se 
continue aussi verticalement de haut en bas, comme s'il etait unique 
dans le mobile, de maniere qu'au bout d'un temps quelconque, le 
corps se trouve au meme point ou il serait si ces deux mouvements 
s'effectuaient successivement et independamment Tun de Tautre ; et a 
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cfaaque instant, le corps a a lafois la vitesse du mouvement uniforme et 
la vitesse du mouvement uniformement accelere, et de ces deux vitesses 
suivant des directions differentes, se compose la vitesse du projectile. 
Soit H la hauteur d'ou il faudraitqu'un corps tombat pour acquerir 
la vitesse avec laquelle le projectile est lance obliquement a T horizon ; 

cette vitesse sera exprimee par y/sH , en prenant la force acceleratrice 
de la gravite pour I'unite (n° 6). De la, en prenant les abscisses x 
horizontales et dans le plan de la ligne de projection, et les ordonnees 
X verticales et dirigees de haut en bas, et nommant et Tinclinaison de 

]a Hgne de projection avec I'horizontale x, on aura y/^H cos a et 

y/aH sin a pour les vitesses horizontale et verticale : done les ex- 
pressions de X etjr deviendront 

x=t^aHcosa et y = t^2lisinA — j^% 

parce que la direction de la gravite etant contraire a celle des ordon- 
nees /, le terme |<% du a Tacceleration de la gravite, doit etre pris 
negativement. En eliminant t de ces equations, on aura 



a:' 



jr = xtangct — -rn — J-, 

^ 4n cos'a 

equation a une parabole, d'oii Ton pourra deduire les proprietes con- 
nues de la trajectoire des projectiles dans le vide ; mais ce n'est pas 
ici le lieu d'entrer dans ce detail. 
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CHAPITRE TROISIfiME. 



Du mouA>emerd curviUgne. Des messes et des forces dans ces mouve- 
merits. J^quations generates du mouvement d'un corps soUicite par 
des forces quelconques. De la maniere cteliminer le temps dans ces 
equations pour trouver la courbe decrite pan le corps. 



11. Considerons maintenant on mouvement quelconque, et suppo-* 
sons que les coordonnees a?, j, z de la courbe decrite par le mobile 
soient des fonctions donnees du temps t, Dans un instant quelconque, 
au bout du temps t^ le corps aura, suivant la direction de I'axe des x^ 
la vitesse a?'et la force acceleratrice a?''' (n®6);il aura pareillement, 
suivant la direction de I'axe des /, la vitesse/' et la force accelera- 
trice j''; et suivant la direction de I'axe des s, la vitesse z' et la force 
acceleratrice z" . Done les trois vitesses x\ j', z'donneront la vitesse 

composee ^x'^ -h y'^ -h z'^, que nous appellerons a, dont la direction 

I I I 

fera, avec les trois axes, des ans^les dont les cosinus seront — » — ? — ; 
de sorte que, nommant a, f , 7 ces angles, on aura ( n° 8 ) 

x' = w cos a, y' =z u cos C, z => u cos y. 

Nous remarquerons d'abord ici que Texpression de la vitesse u 
du mobile est la meme que celle de la fonction prime de Tare de la 
courbe parcourue n® 57 (deuxieme partie) ; de sorte que nommant, 
en general, s I'espace curyiligne. parcouru. par le corps, et le regar- 
dant comme une fonction du temps, on aura s' pour vitesse reelle du 

4a. 
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mobile, comme si le mouvement etait rectiligne. Nous remarquerons 
ensuite que la direction de cette vitesse sera la meme que celle de la tan- 
gente de la courbe ; car, par les formules du n*^ 53 ( deuxieme partie), 
on voit que j' et z sont les tangentes des angles que la tangente de la 
courbe projetee sur le plan des a? et j et sur celui des a: et z, fait avec 
Taxe des x ; mais comme, dans ces formules, y ^\ z sont supposees 
fonctions de x^ pour les appliquer au cas oil Ton suppose Xy j, z fonc- 
tion d'une troisieme variable t^ il faudra, suivant la remarque du n** 50 

(premiere partie), substituer -^ et — , a la place de y et z', de sorte 

que les tangentes des angles dont il s'agit seront exprimees par-^, et ^ ; 

ces angles seront done les memes que ceux des projections sur les 
memes plans de la ligne qui serait decrite par la vitesse composee de 
trois vitesses a:', j', z' (n** 7) ; par consequent, cette ligne coincidera 
avec la tangente de la courbe. De la il suit que si les causes qui em- 
pechent le mouvement d'etre rectiligne et uniforme venaient a cesser 
subitement dans un instant quelconque, le mobile continuerait son 
mouvement par la tangente, avec une vitesse egale a la fonction prime 
de Tare decrit. 

Suivant le calcul difFerentiel, les fonctions primes x\ y\ z' sont 

representees par ^? ^' T ' ^' '^ fonctions secondes x" ^ r", z'^ par 

tit oc il 'v d z 

'dP^ -xi> -jTi^ ^^ prenant dt constant. 

12. Les trois forces acceleratrices x" ^ y" ^ z^' donneront de meme 

( n^ 9) une force unique exprimee par ^x^^^ •+■ y"'^ -t- ^'^S q^^ nous 
appellerons P, et dont la direction fera, avec les trois axes des coor- 

donnees x, j, z, des angles dont les cosinus seront ^> *^> p-; de 

sorte que, nommant A, ^u, t^ ces angles, on aura 

x" = Pcos A, y" = P cos yu, z'' = P cos y. 

Ainsi, connaissant la loi du mouvement du corps, c'est-a-dire les 
valeurs de Xy j, z en (, onpourra trouver, par ces equations, la force 
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acceleratrice et sa direction a chaque instant ; et reciproquement, con- 
naissant la force P avec les angles A, />c, v, on aura trois equations du 
second ordre qui serviront a determiner Xy y etz en t. Les problemes 
de la premiere espece ne dependent que de F analyse directe des fonc- 
tions^ et sont, par consequent , toujours resolubles ; ceux de la seconde 
espece dependent de Tanalyse inverse des fonctions, et sont sujets a 
toutes les difficultes de cette analyse. 

Si le mobile etait soUicite a la fois par deux forces acceleratrices P 
et Q suivant des directions faisant, avec les axes des x^ j, z, des 
angles A, yu, v pour la force P, et tt, p, cr pour la force Q, on aurait, 
par les formules des numeros cites, 

x'^ = P cosA + Q cos 9r, 

y^ = P COS/U, -t- Q COSp,' 

z'^ = P COS V •+' Q COS cr ; 
et ainsi de suite, pour tel nombre de forces que Ton voudra. 

13. Supposons que les directions des forces P, Q fassent, avec la 
tangente de la courbe, les angles A, F, puisque, dans les formules 
du n^ II, les angles a, |3, > sont les memes que ceux de la tan- 
gente avec les trois axes, on aura, par la formule trouvee a la fki 
du n? 8, 

cos A = cos a cos A -+- cos p cos /u H- cos y cos r, 

et de meme 

cos r = cos a cos w •+- cos /3 cos p -h cos y cos tr. 

Done, multipliant les trois demieres equations du numero precedent 
par cos (ty cos |3, cos y, et les ajoutant ensemble, on aura 

x'^ cos cL -h j"cos /3 -h z"cos 7 = P COS A -(- Q cos r. 

x' r' z' 
Substituant pour cos a, cos ^, cos y leurs valeurs — > — ? — (n** II ), 
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.' ^a I J J n I -t _tt 



et remarquant que /T, ., ^^^ ^^ fonction prime de 

y/^'* H- j'^ -I- ^'% c'est-a-dire de ^', que, par consequent, cette quan- 
tite est egaie ii s\ on aura ('equation 



^'^ = P cos A -t- Qcos r, 

qui est, comme Ton voit, semblable aux equations du mouvement 
rectiligne suivant les trois axes. 

Gette equation sert a determiner directement la vitesse reelle du 
corps qui est exprimee par s'\ et Ton voit que les forces perpendicu- 
laires a la tangente n'influent en rien sur la vitesse, puisque les angles 
A, r etant alors droits, leurs cosinus sont nuls, ce qui detruit les 
termes dus a ces forces dans I'expression de s" . D'oii Ton pent con- 
clure, en general, que lorsqu'un corps est contraint de se mouvoir 
dans un canal d'une figure donnee, comme Taction des parois du 
canal sur le corps ne, pent s'exercer que perpendiculairement au canal 
meme, la vitesse du corps ne sera nullement alteree par cette action. 
Au contraire, les forces qui ^gi&seat suivant la tangente produisent 
sur la vitesse leur plein et entier effet, comme si le mouvement du 
corps etait rectiligne, puisque les angles A, r devenant nuls par ces 
forces, leurs cosinus sont egaux a Tunite. 

14. La gravite et toutes les forces d' attraction connues agissent 
egalement sur toutes les parties materielles des corps, et produisent le 
meme mouvement, abstraction faite de Tinegalite des forces, a raison 
des distances ; de sorte que TefFet de Taction de ces forces est inde- 
pendant de. la* masse du corps mu, et est le meme, par rapport a la 
vitesse imprimee, que si la masse etait reduite a un point. Dans les 
attractions reciproques des corps, la force d'attraction est proportion- 
nelle a la masse du corps attirant, parce que chacune de ses particules 
attire egalement; par consequent, le mouvement absolu imprime 
au corps attire est simplement proportionnel a la masse du corps 
attirant. 

11 n'en est pas de meme des forces qui ne penetrent point dans 
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rinterieur des corps, et qui n'agissent qu'a I'exterieur, comme Taction 
des ressorts, celle de la resistance des fluides, les forces produites par 
ia pression, par la tension des fils, etc. II est clair que ces forces ne 
peuvent produire le meme efFet sur differents corps, a moins qu'elles ne 
soient proportionnelles a leurs masses; car, si une force double, par 
exemple, agit sur un corps de masse double, c'est la meme chose que 
si deux forces simples agissent separement sur deux masses simples. II 
est clair aussi que I'effet produit sur une meme masse ou des masses 
egales par differentes forces, c'est-a-dire le mouvement ou la vitesse 
imprimee doit etre proportionnelle aux forces: ainsi, si uneforce F, 
agissant sur une masse M, y imprime la vitesse V, une force mF, agis- 
sant sur la masse mM, y imprimera la meme vitesse V; mais la force 
mF, agissant sur la masse M, lui imprimera la vitesse mV: done la 
meme force mF imprimera a la masse mM la vitesse V, et a la masse M 
la vitesse mV; d^oh il suit que les vitesses imprimees par une meme 
force a des masses differentes sont en raison inverse des masses. 
Done, en general, I'efFet d'une force donnee sur une masse donnee 
est en raison directe de la force et en raison inverse de la masse, ou 
comme la force divisee par la masse. 

Ge principe est confirme par Fexperience ; car un ressort place entre 
deux corps, et agissant egalement sur Tun et sur I'autre, leur imprime 
des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps 
durs, mus sur la meme ligne en sens opposes, viennent a se choquer 
avec des vitesses en raison inverse de leurs masses, ils s'arretent apres 
le choc, par la destruction reciproque de leur mouvement; et s'ils 
sont parfaitement elastiques, ils sont reflechis en arriere, chacun avec 
la meme vitesse qu'il avait avant le choc. 

Dans les corps pesants, comme la gravite agit egalement sur toutes 
les parties de la masse du corps, son action absolue est proportion- 
nelle a la masse ; done, divisant cette action par la masse, Teffet de la 
pesanteur pour imprimer du mouvement aux corps devient indepen- 
dant de leur masse, et est le meme pour tons les corps. Mais si deux 
corps pesants se tiennent par un fil passant sur une poulie, comme les 
forces qui resultent de leur pesanteur, et qui sont pro{>ortionnelles 
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aux masses, tirent le fil eri sens contraire, il n'y a que la difference de 
ces forces qui puisse leur imprimer du mouvement; et coinme les 
deux corps doivent se mouvoir conjointement et parcourir le meme 
espace vertical dans le meme temps, la masse totale a mouvoir est 
la somme des masses: ainsi, Taction de la gravite pour mouvoir ces 
corps se trouve diminuee en raison de la difference des masses a 
leur somme; par consequent, les espaces parcourus au bout d'un 
temps quelconque seront a ceux d'un corps pesant qui tombe libre- 
ment, dans la meme raison. G'est ce que T experience confirme dans la 
machine inventee par Atwood pour demontrer les lois de Tacceleration 
des graves. 

15. II resulte du principe que nous venons d'exposer, que les 
forces acceleratrices d'un corps doivent etre estimees par les valeurs 
absolues des forces qui agissent sur le corps, divisees par la masse 
meme du corps. Ainsi, si P, Q, etc., expriment les valeurs absolues 
des forces qui agissent sur un corps dont la masse est M , suivant des 
directions qui fassent, avec les axes des coordonnees a?, j-, z, les angles 
A, yu, V pour la force P, les angles tt, p, o* pour la force Q, et ainsi 
des autres, il faudra, dans les formules du n^ 12, mettre partout 

M ' M ' ^*^'' ^ ^^ place de P, Q, etc., ou, ce qui reviendra au meme, 

multiplier par M les quantites x" ^ y" ^ z" . De cette maniere, on aura 
done pour les equations du mouvement du corps M , sollicite par les 
forces ou puissances quelconques P, Q , etc. , les equations 

M^'' = PcosA + Q COST 4- ..., 
Mjy" = P cos^ H- Q cos p 
Mz'' = P cos y -h Q cos(j 



Lorsque des corps s'attirent mutuellement, comme I'attraction est 
censee venir de toutes les parties de la masse attirante et agir sur toutes 
les parties de la masse attiree, il s'ensuit que la valeur absolue de la 
force d'attraction entre deux corps doit etre proportionnelle au pro- 
duit de leurs masses. 
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16. Dans ces equations ^ les coordonnees Xj y^ z sont regardees 
comme des fonctions du temps t. Pour avoir les equations memes de 
la courbe decrite par le corps, il faudra eliminer le temps, et reduire 
les coordonnees ^ et z a de simples fonctions de x. Voici Tesprit et le 
fondement de cette reduction. 

En regardant les quantites x^ y^ z comme fonction de t^ lorsque t 
devient ^ + 9, ces quantites deviennent 

3 2.0 

^ _i_ fl/r' _i_ ^' ^" _i_ ^* ^f" 

z H- tjz H z -+- — 5 z 

2 2.0 

par les principes etablis dans la premiere partie sur le developpement 
des fonctions. 

En regardant, d'un autre cote, y eX z comme fonctions de .r, 
lorsque x devient x H- £, ces memes quantites deviennent 



,*t 



.'8 






Je renferme ici les quantites y\ y'\ etc. , z', z'^, etc. , entre des paren- 
theses, pour les distinguer des memes quantity relatives a la premiere 
hypothese. 

Done, si Ton fait 



0' 



0» 



2 2.3 



M 



il faudra que Ton ait, quel que soit d, I'equation 



'(/)-Hr(/0+ o(^")+- 


- »r' + '-r' + ,'3 


et, de meme, 




»(z')-h^{z'0+ ^(z'') + - 


2 2.0 


3*^rf. 





y'" 



m 
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Substituant la valeur de i, et comparant les termes aflfectes de la meme 
puissance de fl, la premiere equation donnera 

et ainsi de suite ; d'oii I on tire 

\J ) ^'> ^'B «•'♦ ^'* "T" ^'i > 

et ainsi de suite. Etl'on aura, par la seconde equation, des formules 
semblables pour (z'), (^''), etc., en changeant seulement lalettriej 
en z. 

Ges formules s'accordent avec celles que nous avons trouvees, d'une 
autre maniere, dans la premiere partie (n^ SO) ; car on voit que 



.'\/ 



L'analyse precedente est plus directe et resulte des premiers prin- 
cipes de la chose ; mais celle de Tendroit cite a I'avantage de faire 
voir la loi de la progression, car elle donne immediatement 



et ainsi de suite, en designant par un trait applique aux parentheses 
carrees, la fonction prime de la quantite renfermee entre les paren- 
theses . 

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les equa- 
tions qui contiennent les fonctions derivees x\ x'\ etc., y\ x'\etc.y 
z\ z'\ etc. , relativement a ^, en d*autres equations oil il n'y ait que les 
fonctions derivees (/'), {j''^)^ etc., (z'), (z'^), etc., relativement a x. 
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CHAPITRE QUATRIfiME. 



De la question oil il s'agit de trouver la resistance que le milieu doit 
opposer pour que le projectile decrive une courhe donn6e. Analyse 
de la solution que Newton a donnee de ce probleme dans la premiere 
edition de ses Principes. Source de I'erreur de cette solution. 
Distinction entre la mithode des series et celle des fonctions de- 
rivees, ou du calcul di/ffSrentiel. 



17. Pour montrer 1' usage des formules que nous venons de donner, 
supposons que l*on demande la resistance du milieu, en vertu de 
laquelle un corps pesant lance dans ce milieu decrirait une courbe 
donnee. On regardera la resistance comme une force retardatrice qui 
agit dans la direction meme du corps, c*est-a-dire dans celle de la tan- 
gente de la courbe; ainsi, en nommant r la resistance, c'est-a-dire 
Taction du milieu resistant sur la sur&ce du corps, divisee par la 
masse meme du corps, on aura — r cos a, — r cos|3, — r cos y pour 
les forces acceleratrices qui en resultent suivant les directions des 
axes des a?, j, z, les angles a, |3, y etant ceux de la tangente avec ces 
axes. De plus, si Ton nomme g la force acceleratrice de la gravite, et 
que Ton prenne les coordonnees j verticales et dirigees de has en 
haut, on aura — g pour la force acceleratrice provenant de la gravite 
suivant les coordonnees y. 

Done, les equations du mouvement seront 

x'^ = — r cos a, X^ =^ — g — ^ cos p, jz"= — r cos y ; 

43. 
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substituant pour cos a, cos|3, cos 7, leurs valeurs — > — ? — (n** H), 

oil M, vitesse du corps, est =: s' = \Jx'^ -t- y'^ -h 2'*, on aura 
cel!e-ci : 



u 



t 



X" = , y"=-g-^, z 



La premiere et la derniere donnent 



£.' — fl 



d'ou Ton tire, en prenant les fonctions primitives, 

z = mx -t- /J, 

m et n etant des constantes aii)itraires. Gette equation, etant celle d'un 
plan vertical, fait voir que la courbe est necessairement toute dans ce 
plan : ainsi, en prenant Taxe des x dans ce meme plan, on aura z=o 
et z' = o, et les equations de la courbe se reduiront aux deux pre- 
mieres. Mais comme dans ces equations les variables x^y sont suppo- 
sees fonctions du temps, et que, pour avoir I'equation de la courbe, on 
doit regarder y comme fonction de x, il faudra chercher ses fonctions 
derivees dans cette hypothese par les formules du numero precedent. 

Supposons, pour abreger, - = ^, on aura 



x' = — qx\ y'=—g — q/; 

substituant ces valeurs dans I'expression de {y^) du n** 16, on aura 

(/") = -!-.; 

ainsi la valeur de q depend de (/'"). Or on a, par le meme numero, 

(..>n^ r'" r'x' 3(.r'')x' . 

mais connaissant les valeurs de x" ei y" , il n'y aura qu'a prendre 
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leui's fonctions primes pour avoir celles de x"' et j'^, et Ton trouvera, 
en designant par q' la fonction prime de ^, 

07= — qx — q X z=i yq* — q ) x ^ 

r = — 5^7 — ^.r =<is^\T — ^)y ' 

Parces substitutions , les deux premiers termes de la valeur de {y") 
donneront ^ > et le terme ^^-^ donnera ^ ; de sorte que Ton 

aura (/"') = — ^. Or, q etant = ,_ Z' - , on fera cette substitu- 

tion, et Ton en chassera x' el y' au moyen des equations (/') = *^ 
et ( j'') = ^t lesquelles donneront 



on aura ainsi 



• • 



(.r^) = --^^^^^ 



Gomme les fonctions derivees (/'), (j'0» [x"')^^ rapportent main- 
tenant a la variable *r, nous pouvons les representer simplement par 
y' , j", j"^; on aura done 



8 ~ ^J"* 



Or, la courbe etant donnee, on a j en fonction de x\ de la on 
tirera les fonctions derivees /', j'', y'"\ et la formule precedente 
donnera, pour chaque point de la courbe, le rapport dela resistance 
a la gravite. 

I^a vitesse u sera 

= yJx'-^TT' = x' y/T+ (7-" ) = "^^^^^ ' 

c'est-a-dire, en changeant (/') en /', 

— / — Z* ' 

s—jr 
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I^our traduire ces formules en calcul difFerentiel , il faudra changer 

y' en-^j et j'' en ^j en prenant dx constant parce que ces fonc- 

tions derivees sont ici relatives a la variable x. 

Si Ton suppose la resistance proportionnelle au carre de la vitesse 
et a la densite du milieu, alors, nonunant A cette densite dans un lieu 
qiielconque, on aura r = mw^A, m etant un coefficient constant: 
done, substituant la valeur de w, 

et, mettant cette valeur dans Tequation ci-dessus, elle deviendra 

yfff 

mH = — y 

par oil Ton determinera la densite du milieu necessaire pour faire 
decrire la courbe donnee. Reciproquement, cette equation servira a 
determiner la courbe lorsque la densite du milieu sera donnee. 

Pour les projectiles lances dans I'air, on pent supposer la densite 

du milieu constante: ainsi faisant, pour plus de simplicite , 2mA = 79 

r equation de la courbe sera 

s etant Tare de la courbe; d*ou Ton tire, en prenant les fonctions 
primitives, 

A etant une constante arbitraire: c'est la forme la plus simple sous 
laquelle puisse etre mise Tequation de cette courbe. On pent tirer de 
ces equations les differentes approximations qui ont ete donnees 
jusqu'ici pour la determination de la courbe decrite par les boulets 
et les bombes ; mais les bomes de cet ecrit nous empechent d'entrer 
dans aucun detail sur ce sujet. 
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18. Nous remarquerons eqcore que Ton aurait pu deduire tout de 
suite Tequation de la courbe, des equations du mouvement 

par Teliinination immediate du temps t. £n effet, oc et y etant fonc- 
tions de ^ , on peut reciproquement regarder yett comme fonctions 
de a;; et par la regie donnee dans le n** 50 (premiere partie), si 
Ton regarde, en general, x, j, t comme fonctions d'une autre va- 

riable quelconque z, il faudra substituer -7 et ^^ a la place de cX*', y\ 



et -^ » -^ a la place de x\ y"; 



mais, en prenant x pour variable 

principale a la place de ty on fera x' = i^ et Ton aura a substituer 

p et -^f a la place de a?' et j', et — 77$ «* "^t? — "^ a la place de x'' 

et/. 

Les deux equations deviendront done, a cause de ^' = y/^'^ -f- j'* , 

_ f! — _ ^ ^ _ /?! — _ _ y' 



d'oii il faudra eliminer la fonction t\ Substituant, dans la seconde 
equation, la valeur de-T,? tiree dela premiere, elle deviendra 



// 

p« — S''> 

divisant par/'', et prenant, de part et d'autre, les fonctions primes, 
on aura 






ft — ^//« ' 



valeur qui, etant substituee dans la premiere equation, donnera, 
comme plus haut. 



8 ^j"^ 
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A regard de la vitesse w = ^'= y/o:'^ -h j'% elle deviendra 

>_-^-L_ ; et, comme on vient de trouver ^ = \/ — -^^ la vitesse 

t' ' ^ g^ 

deviendra ^' ^ -^ > comme ci-dessus. 

V— J 

Si la force de la gravite g etait variable, alors la valeur de - que 
Ton vient de trouver ne serait plus exacte ; car, en prenant les fonc- 
tions primes de Tequation ^ = — — «> on aurait 

et la substitution de cette valeur donnerait 



Cette maniere d'eliminerle temps dans les equations dumouvement, 
pour avoir Tequation de la courbe decrite, est analogue a celle que 
Ton emploie dans le calcul difFerentiel ; mais T analyse du n"" 16, fondee 
sur le developpement des fonctions, est, a certains egards, plus directe; 
elle nous sera d'aillenrs utile pour decouvrir, comme nous Tavons 
annonce au commencement de cet ecrit, la veritable source de la 
meprise oil Newton est tombe dans la premiere edition des PrincipeSy 
en resolvant le probleme dont nous venons de nous occuper. 

Quoiqu'il puisse paraitre peu important de decouvrir en quoi et 
comment Newton a pu se tromper dans une solution qu'il a ensuite 
lui-meme abandonnee, neanmoins, comme tout ce qui a rapport a 
r invention et aux premiers developpements de Tanalyse infinitesimale 
merite Tattention de ceux qui s'interessent a Thistoire des sciences, 
j'ai cru qu'on me saurait gre de discuter de nouveau ce sujet, comme 
un point qui n'a pas ete assez eclairci, parce qu'il tient a une distinc- 
tion subtile entre la methode differentielle et la methode des series, 
que Newton a employee dans sa premiere solution ( liv. II, prop. X ). 

19. Voici la construction qui sert de fondement a cette solution. 
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Le mobile etant parvenu a un point quelconque de la courbe, sans 
la resistance et la gravite il decrirait, dans un temps donne tres-petit, 
une partie tres-petite de la tangente que nous designerons par a; 
soit y le petit espace que la gravite lui ferait decrire dans le meme 
temps perpendiculairement a Thorizon, et p le petit espace dont la 
resistance diminue T espace a parcouru sur la tangente ; il est clair que 
le rapport de p a 7 sera celui de la resistance a la gravite. Ainsi le corps, 
dans le temps qu'il aurait parcouru sur la tangente Fespace a — p, 
serait redescendu verticalement de la quantite 7; par consequent, 7 
sera la fleche de Tare a — p. Maintenant, si Ton considere le corps 
comme partant du meme point et rebroussant chemin pour decrire 
en sens contraire le meme arc de courbe qu'il a parcouru, il faudra 
regarder la resistance comme negative, et, par consequent, comme 
une force qui accelere le mouvement au lieu de le retarder. Le mobile 
decrira ainsi, dans le meme temps tres-petit, Tespace a -h p sur la 
meme tangente dans une direction contraire, et descendra verticale- 
ment par le meme espace 7, en vertu de la gravite. Par consequent, 
y sera la fleche de Tare a -+- p, pris de Tautre cote du point de la courbe 
dont il s'agit. Or, les fleches etant, pour les arcs infiniment petits, 
comme les carres des arcs ou des tangentes, la fleche de la portion 

a — p de Tare a -f- p sera 7 ( ^~^ ) 5 done la difference des fleches 

pour les arcs egaux a — p, pris de part et d'autre du point donne de 
la courbe, sera 






Nommons cette difference J^, on aura 

(«+p)* y 4*7" 47'' 

a cause que la petite ligne p, parcourue d'un mouvement uniforme- 
ment accelere, est infiniment plus petite que la ligne <t parcourue dans 
le meme temps d'un mouvement uniforme. 

Tel est le raisonnement de Newton, presente de la maniere la plus 

3« 4d. 44 
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claire ; et le resultat que nous venous de trouver s'accorde avec celui 
du corollaire II du probleme cite, oil il est visible que les lignes CF 
et FG sont ce que nous avons nomme a et 7, et que la difference 
FG — K/ est ce que nous avons nomine cT. 

Maintenant, en prenant les abscisses x horizontales et les or- 
donnees y verticales et dirigees de bas en haut, Newton suppose 
que, pour Tabscisse jc -f- o, I'ordonnee exprimee en serie est 
X H- Q^ — ^o^ — So' + . . . , et il remarque que la partie de la 

tangente qui repond a la partie o de Taxe est o y^i -hQ', et que 
la fleche, c'est-a-dire la partie de Tordonnee comprise entre la courbe 

et la tangente, est Ro^ H- So* -f- En fidsant o negatif, on aura la 

fleche qui repond a la meme partie de la tangente, prise de Tautre 
cote du point de contact, et qui sera, par consequent, Ro^ — So' -h . . . ; 
et la difference des deux fleches sera aSo* — Or il est visible que 

les quantites o y/i H- Q% Ro' + So' -4- ... et 2S0' — ..., repondent 

a celles que nous avons nommees a, 7 et cT; done la quantite t-^j 

qui exprime le rapport de la resistance a la gravite, deviendra, en 
divisant haut et bas par o\ 

Ss/T+Q' _ S \/7+Q"' 
2(R-l-So)« ~ aR« ' ' 

la quantite infiniment petite o s*evanouissant a cote de la quantite R. 
G'est aussi le resultat trouve par Newton dans Texemple premier du 
meme probleme. 

Suivant notre notation, lorsque x devient 00 -h o, f devient 

J + oj' -h — j'' H ^ j''' -1- . . . J done, comparant avec la serie de 

Newton , on a 

substituant ces valeurs dans la formule precedente, le rapport dela re- 
sistance a la gravite deviendra — ^ o't/- > au lieu que nous I'avons 



TROISIEME PARTIE. — GHAPITRE QUATRIEME. 347 



v'"\/i -4- v* 

trouve ci-dessus ( n** i7 ) — - ^ "^ 'D'ovi il suit que la solution 

*/ 

de Newton est fautive. 

II est reniarquable que sij'on substitue simplement j', j", y"\ ou 
^^ dx*^ d^ pour Q , — R, — S, on a un resultat exact : c'est ce qui 

a fait croire aux Bernoulli, qui ont decouvert les premiers Terreur de 
Newton, et a tous ceux qui en ont parle depuis que cette erreur venait 
de ce que Newton a vait pris les termes de la serie Qp — Ro^ — So* — . . . , 
pour les differences premieres, secondes et troisiemes de Tordonn^e, 
tandis que ces termes ne sont egaux qu*a ces differences divisees par 
1 , 2, 6, etc. Mais il est facile de voir que la solution de Newton est 
independante de la consideration de ces differences, et que la sub- 
stitution des termes Ro^, So' de la serie dont il s'agit a la place des 

quantites/; et - dans la formule -p* est legitime ; ainsi Terreur doit etre 

dans cette formule meme qui donne le rapport de la resistance a la 
gravite ; et ce qui doit le prouver sans replique, c'est que si la gravite 
etait variable, la meme formule aurait encore lieu, puisque dans les 
deux mouvements direct et retrograde le corps est cense descendre 
verticalement de la meme ligne y. Ainsi, dans ce cas, on devrait aussi 
avoir une solution exactepar la substitution de j', j", y^' a la place 
d6 Q, — R, — S; ce qui n'est pas, comme on le voit par la valeur 

de -que nous avons trouvee pour ce cas dans le numero precedent. 

20. Pour decouvrir la source de Terreur, nous allons reduire la 
solution de Newton en analyse. En nommant u la vitesse dans un point 
de la courbe, uQ est I'espace que le mobile parcourrait dans la tan- 
gente pendant le temps d, sans la gravite et la resistance. Nommant g 

la force absolue de la gravite, et r pelle de la resistance, ^ et — seront 

les espaces parceurus en vertu de ces forces regardees comme con- 
stantes pendant le temps suppos^ tres-petit. Ainsi, le corps aura 

parcouru, suivant la tangente, I'espace u6 > et suivant I'ordonnee 

44. 
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verticale J, I'espace— ? lequel represente la fleche qui repond a la 

m 

tangente u9 Supposons maintenant, comme Newton, que le 

mobile rebrousse chemin avec la meme \itesse u et sur la meme tan- 

gente ; dans le temps T, il decrirait I'espace uT H ? parce que la 

resistance doit etre prise en sens eontraire: c'est Tespace pris negati- 
vement qui repond au temps 9 = — T : et la fleche correspondante 

serait ^ — j et si Ton veut que les deux espaces decrits de part et 

d'autre soient egaux, comme Newton le suppose, on aura Tequation 

u9 = w 1 H ; 



d'oii Ton tire, aux 9' pres, 



U 

Substituant cette valeur dans la fleche ^ — > elle devient ^ §^ , et 

2 2 II 

la difference des deux fleches sera^^; c'est la quantite que nous 

avons nommee ci-dessus ^. D'un autre cote, il est clair que Ton a, 
suivant les denominations employees ci-dessus, 

A r0» sB^ re« 

2 ' 2 '2 

done 



da 



8 7 47 



1 • 



de la, en faisant at = o y/i -h Q^, et prenant Ro* + So', Ro^ — So' 
pour les deux fleches, ce qui donqe y= Ro% ^= 2So% on a 



g 7 2R* 

comme Newton Ta trouve par sa construction 
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21 . Maintenant il est aise de voir que ce resultat vient des equa- 



tions 



uQ - '^ = oy/i -h Q% - uT _:!' = _ oy/i + Q% 

2 ' 2 ' 

ou bien simplement de celles-ci : 

u9 — ^' = oyJTTW, ^ = R^' + So% 

en prenant 9 et o positivement et negativement, ce qui re vient a veri- 
fier ces equations independamment de la valeur de o, qui, en effet, 
doit demeurer indeterminee, etant supposee tres-petite. 

La premiere equation donne, aux termes du troisieme ordre pres, 
d et o etant du premier, 



g ^ oy/i+Q' _^ r(i+Q«)Q« 



U 2U' 



Cette valeur etant substitute dans la seconde, on a, au quatrieme 
ordre pres, 



au' - 2tt' 



et la comparaison des termes homogenes en o donne 



2U' 2(1' 



De la premiere on tire u* = ^ — g-^"^ > et cette valeur etant substituee 
dans la seconde, on a le resultat de Newton, 

g— 2R« • 

Mais nous devons remarquer que ce dernier resultat etant tire de 
la comparaison des termes affectes de o' dans la transformee de Tequa- 
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tion ^~ = Ro^ 4- So' ne saurait etre exact, parce que le premier 

membre de cette equation, qui est Texpression de la fleche en temps, 
n'est lui-meme exact qu'aux fl' pres ; de sorte qu'a la rigueur il ny 

a d'exact que le resultat R = ^ — -^ tire de la comparaison des 

termes du second ordre. Pour avoir de cette maniere la valeur exacte 

de -> en la deduisant des termes afFectes de o', il faudrait que Tex- 

S 

pression de la fleche en fiit elle-meme exacte jusqu'aux fl' ; mais le 

terme qui devrait suivre ^ n'etant pas donne iihmediatement par 

les principes de la mecanique, on ne pent le trouver que par la loi 
de la derivation, de la maniere suivante. 



22. Puisque, suivant rhypothese de Newton (n"* 19 ), a: croissant 

2 



de o, r croit de Qp — Ro^ — So% etc. , et que o y i -h Q* = a9 



-e» 



et Ro^ -+- So' = 5— (numero precedent), fl etant Taccroissement du 

temps tj corresipondant a Taccroissement o de Tabscisse a:, il s'ensuit 
que, t devenant t -+- Sj x devient 

M /> re* 

et J devient 






Or, en rapportant a ^ les fonctions derivees x\ x" ^ etc. , y\ y'\ etc., 
lorsque t devient ^ -+- fl, ^ et j deviennent, en general. 
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done, comparant avec les formules precedentes, on a 



/ Qm It _^ Qr 

D'un autre cote, puisque a? et j^ deviennent en menie temps a: + o, 
et J + Qo — Ro* — So* — . . . , on aura aussi 

o = o^'fl + J?" ~ 4- o;'^ -^ -h .. ., 

a 2.3 

Done, comme la fleche est exprim^, en general, par Ro* -h So* -+-..., 
son expression en d sera 

oil 



• • • • 



Les deux premiers termes se r^duisent k ^ par la substitution des 

valeurs de x\ x'\y\y"\ pour avoir le terme suivant, il n'y aura qu'a 
chercher les valeurs de a:"', y"* d'apres celles de x^\ y" . Or, on a 

j^=Qx^ — g^, d'ou Ton tire j*' = Qo?^ + Q'rr''; 
done 

Pour avoir Q', je prends 1' equation y' =Qa:' qui resulte des valeurs 
0?' et y trouvees ci*dessus, d'oii Ton tire y" = (^x" -h Q'o?'; done 

II resulte de la que T expression de la fleche, au lieu d'etre simple- 
ment ^— » sera ^ ^ — Ainsi , au lieu de I'equation ^ = Ro* + So* , 
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on aura celle-ci : 

1 bu 

qui est exacte jusqu'aux quantites du troisieme ordre. En y substi- 
tuant la valeur de Q du num^ro precedent, qui est exacte, jusqu'aux 
quantites du second ordre, on aura, au quatrieme ordre pres, 

2/r \ 2M* Oli* / 



savoir, 



air ott* ' 

d'oii Ton tire, par la comparaison des termes, 

2M* 3a* 

Substituant dans la seconde equation la valeur de u^ tiree de la 
premiere, et qui est la meme que Ton avait trouvee plus haut, on en 
deduira 



r _ 3Sv/i + Q* 

g~ 4K* 

I 

G'est la valeur que Newton a donnee ensuite dans la seconde edition 
de ses Principes (liv. II, probl. Ill), et Ton voit qu'en mettant dans 

cette valeur y\ — — » — ^ a la place de Q , R , S, comme dans le 



n"* 19, elle devient — - — ~jir^ ' telle que nous Tavons trouvee au 
n** 17. 

25. Si Ton voulait suivre la premiere marche de Newton, mais en 
prenant pour la fleche qui repond au temps tres-petit fl, I'expression 

plus exacte C — que nous venons de trouver, on aurait pour la 
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fleche qui repond au temps, — T, ^ h ^^; substituant pour T 



sa valeur en fl, fl — — , elle deviendrait ^- ^— , et la difference 

U 2 OU 

des deux fleches serait alors ^^^ qu'il faudrait prendre pour ^; les 

valeurs de 7 et p seraient egalement, aux 9* pres, ^> — , et Ton 
aurait, par la substitution, 



7-5 = Tj- ; done - = -5-= 



Prenant maintenant, com me Newton, a = o y/ 1 + Q% 7 = Ro% 
S = 2S0' , on aurait le resultat exact 



g~ 4R* * 

Comme Newton n'est parvenu a ce second resultat qu'en suivant 
une marche analogue a celle du calcul differentiel , et en considerant 
deux tangentes successives, ou deux cotes successifs de la courbe, au 
lieu que, dans la premiere solution, il n'avait conaidere qu'une seule 
tangente prolongee de part et d'autre du point de contact, nous 
avons cru devoir montrer comment, sans s'^carter de Tesprit de cette 
solution, mais en la rectifiant par la methode des series, on pouvait 
aussi arriver a un resultat exact. En efFet, on pent toujours trouver, 
par cette methode, les premiers termes de Tordonnee en serie d'une 
courbe, ou, en general, du developpement d'une fonction, lesquels 
satisfassent aux conditions mecaniques ou geometriques du probleme 
propose ; et la loi de ces termes donnera I'equation du probleme. C'est 
en quoi consiste la methode que Ton pent appeler, d*apres Newton, 
methode des series, pour la distinguer de la methode des differences 
ou des fonctions derivees, par laquelle on arrive directement a cette 
equation sans le circuit des series et sans employer d'autres termes que 
ceux qui doivent y entrer, comme on le voit par Tanalyse du n"" 18. 

24. II est a remarquer, au reste, que la construction employee par 

3" ^d. 45 
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Newton dans sa seconde solution mene a une fonnule semblable a 

celle de la premiere que nous avons representee par ° = ^ ? et que 

nous avons vu n'etre pas exacte, mais avec cette difference que la 
quantite Sj au lieu d'exprimer, comme dans la premiere solution, la 
difference des fleches qui repondent a des portions egales de la meme 
tangente, prises de part et d'autre du point de contact, et dont les 
parties correspondantes de Taxe des x sont o et — o, doit exprimer, 
au contraire, la difference des fleches de deux tangentes consecutives, 
prises du meme cote et r^pondantes a des parties de I'axe egales a o. 
Pour avoir ces fleches, Newton represente Tordonnee qui repond a 
Tabscisse x -^ Oj par la serie P -h Qo -+- Ro^ -4- So* + . . . ; mais il 
les determine par la methode differentielle, en prenant la difference 
d'une ordonnee intermediaire et de la demi-somme des deux ordon- 
nees adjacentes. Ainsi, en considerant les trois ordonnees qui repon- 
dent aux abscisses x — o, a:, a: + o, il a la fleche Ro* , et les ordonnees 
qui repondent aux abscisses a:, .r-f-o, x-h 20 donnent la fleche 
Ro' -+- 3So', et la difference des deux fleches est 3So*. Cette valeur 
etant prise pour ^, et faisant, comme dans la premiere solution (n^ 19), 
fit = o y/i -H Q% y = Ro% on a 

expression exacte, comme on Ta vu plus haut. 

Suivant nos denominations, lorsque x devient x -j- o, y devient 

y -^ oy -h ~- + -^ J etc. La partie de la tangente qui repond a o 
est o y^i H- j'*; c'est la valeur de a. La partie interceptee entre la tan- 
gente et la courbe, ou la fleche, est ^-^ -+- ^2L, etc. ; c'est la valeur 

3 3.C/ 

de y. Ainsi Ton a, dans les deux solutions, 

A regard de ^, dans la premiere solution, c'est la difference des fleches 
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qui repondent a o et a — o, laquelle est -^ ; mais, dans la seconde 

solution, c'est la difference des fleches qui repondent a x eth a: -\- o. 
Or, X devenant ^r + o, /" devient /'' -f- c;>"' -I- . . . ; done, negligeant 

les o* , la seconde fleche sera -^ — h \ ? et la difference des fleches 

sera ^^^ • Substituant dans |-, = , fi( la premiere valeur de ^ = ^-~- > 

on la seconde ^ ? on a les deux resultats- ^ V // «— et ^— -//i*^ > dont 
le premier est fautif et le second exact ( n"" 19 ) . 



45. 
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CHAPITRE ClNQUIfiME. 



Du mouvement d*un corps sur une surface donn6e, ou assujetti a de 
certaines conditions. Du mouvement de phisieurs corps lies entre 
eux. Des equations de condition entre les coordonn&es de ces diffe- 
rents corps j et de la maniere d'en d^duire les forces qui resultent 
de leur action mutuelle. Demonstration generale du principe des 
s>itesses virtueUes. 



2S. Reprenons les formules generales du n^ 15, et supposoos que 
la force P soit dirigee vers un point ou centre determine par les coor- 
donnees a, 6, c ; si Ton nonime/? la distance rectiligne de ce centre 
au point de la courbe qui repond aux coordonnees x^ y^ Zy on aura 



p = \/{x- a)' H- (j- by -+- (z - c)», 

et il est visible que x — a, j — 6, z — c seront les projections de la 

ligne p sur les axes des ^, /, z; done j ^ ? IZZf seront les 

cosinus des angles que la ligne p fait avec ces axes, c'est-a-dire des 
angles A, /u, v que la direction de la force P fidt avec les memes axes. 
Done les termes P cos A, P cos ^u, P cos v, dus a la force p dans les 

valeurs de Mo?", Mj'', Mz'', pourront etre representes par P "^^^^ 

P ' y P : ce sont les forces qui resultent de la decomposition 

de la force P suivant les directions des coordonnees x, y^ z. 

Si maintenant Ton suppose p egale a une constante dj on aura 
r equation d'une sphere dont d sera le rayon, et dont le centre sera 
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determine par les coordonnees a, by c; et la direction de la force P 
sera perpendiculaire a la sur&ce de cette sphere. Done elle sera aussi 
perpendiculaire a toute autre surface qui passerait par le meme point 
et qui serait tangente a la sphere. 

Representons par f (,r, j, z) = o I'equation de la sphere 



^{x - ay H- ( J - by ^{z-cy-d = o, 

on aura, en prenant les fonctions primes, 

et comme on a suppose p =:dj il est clair que les forces dirigees 
suivant Xj y^ Zj et resultantes de la force P, seront exprimees par 

pf{x), pr(7), pf'(z). 

26. Si Ton a une surface representee par I'equation F (a?, j, z) = o, 
laquelle soit tangente de la sphere dont il s'agit, il faudra, par ce que 
Ton a Tu au n^ 40 ( deuxieme partie ) , que les trois fonctions primes 
F'(a:), F'( j), F'(z) de cette sur&ce soient proportionnelles aux fonc- 
tions primes f'(.r), r( j), f'(z) de la surface de la sphere. Done, si la 
force P a git perpendiculairement a cette surface, il en resultera, sui- 
vant les directions de a?, /, z, trois forces proportionnelles a PF'(ar), 
PF'ix), PF'(2). 

Or, si Ton fait abstraction de la force P, et que Ton suppose que le 
corps soit force de se mouvoir sur cette sur&ce, il est clair que Faction, 
ou plutot la resistance que la sur&ce oppose au corps, ne pent agir 
que dans une direction perpendiculaire a la surface ; done il en resul- 
tera, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes 
F'(a;), F'{ j), F'(z) de Tequation F(j;, j, z) = o de la surface. 

Done le mSme resultat aura lieu si, en faisant abstraction de 
la surface, on considere seulement I'equation F(a7, j^, z) = o 
comme une equation de condition donnee par la nature de la ques- 
tion mecanique proposee. D'ou Ton pent conclureque toute con- 
dition du probleme, representee par I'equation F(a7, j, z) = o, sera 
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equivalente a des forces proportionnelles aux fonctions primes F'(j?), 
F'(j), F (^)? ct dirigees suivant les coordonnees a:, j, z. Ainsi, en 
prenant un coefficient indetermine IT, il feudra ajouter aux valeurs de 
Ma-", M/', Mz'' des equations du n^ 15, les termes nF'(^), nF'(j), 
nF'(z). La quantite inconnue II devra etre eliminee, mais I'equation 
que I 'on aura de moins par cette elimination sera remplacee par 
r equation de condition F(j7, j, z) = o. 

On peut etendre cette conclusion au cas oil il y aurait deux equations 
de condition representees par F (a;, j, 5;) = o et * (a:, j, z) =0; elles 
equivaudraient a des forces exprimees par 

j\¥\x) + ^!^\x), nFXr) -+- "if^'ir), nF'(z) + ^4)'(z), 

et dirigees suivant x^ j, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de Mjt'', 
Mj'^, Mz" (n"" 15), les coefficients n et ^ etant indetermines et devant 
etre elimines. 

27. Jusqu'ici nous n'avons consid^re qu'un corps isole. Soient 
maintenant deux corps M et N attaches aux extr^mites d'un fil inex- 
tensible qui passe par une poulie fixe, i^oient o^, j, z les coordonnees 
du corps M; ^, h, ^ celles du corps N; a, ft, c les coordonnees du 
point fixe ou est placee la poulie, et d la longueur donnee du fil ; il est 
clair que Ton aura I'equation 



y/(.r_a)^H-(j_6)«^-(z-c)»H-V/(?-«)'-4-(n-6)^H-{^-c)^-rf=o, 
que nous representerons par 

f{x, y^ z, ^, w, C) = <>• 

Si Ton nomme T la tension du fil qui agit egalement sur les deux 
corps, et que Ton applique ici Tanalyse du n"" 25, il est clair que Taction 
du fil sur les deux corps produira surle corps M les forces Tf{x)^ 
'^f'{y)'i T/'(^)? suivant a:, j, z; et sur le corps N les foix«s T/'(0), 
T/'(>i)^ T/'(C)> suivant les coordonnees ^, w, ^. 

n en serait de meme si le fil passait sur deux poulies fixes, dont la 
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position dans Tespace fut determinee par les coordonnees a, 6, c pour 
la premiere, et par a, p, 7 pour la seconde. Alqrs, en designant par d 
la longueur totale du fil , moins la partie interceptee entre les deux 
poulies, qui est aussi donnee, I'equation de Tinextensibilite du fil 
donnerait 



v/(x-a)*+(r-6)'H-(z-c)»H-v/(?-a)*H-(»-,6)'+{C-7)'-r/=o, 

et, en representant cette equation par f (a?, /, z, §, n, ^) = o, on 
aurait pareillement Tf'(a?), Tf'(j), Tf'(z) pour les forces qui tire- 
raient le corps M suivant les coordonnees x, j, z, et T(\^, Tf'(>i), 
Tf'(^) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coordonnees 

^j «> c 

Enfin, si Ton supposait que le fil auquel est attache le corps M, 
apres avoir passe sur la premiere poulie fixe, repassat sur le meme 
corps M, et de la sur la meme poulie, et de nouveau sur le corps et 
sur la poulie a plusieurs reprises, de maniere qu'il y eut m cordons 
entre le corps et la poulie; qu'ensuite le fil, en quittant cette poulie, 
passat sur la seconde poulie fixe, et de la sur le corps N, en &isant 
aussi plusieurs tours entre ce corps et la meme poulie avant d'etre 
attache fixement au corps N, de maniere qu'il y eut n cordons entre 
ce corps et la poulie ; comme la tension T est la meme dans toute 
I'etendue du fil, le corps M etant tire par m cordons, serait tire vers 
la premiere poulie par une force egale a mT, et le corps N serait tire 
vers la seconde poulie par une force egale a nT. Or il est clair que, 
dans ce cas, I'equation qui renferme la condition de Tinextensibilite 
dufil serait 

en designant toujours par d la longueur totale du fil, moins la lon- 
gueur interceptee entre les deux poulies ; et il est facile de voir qu'en 
representant cette equation par f (a?, /, z, f, w, ^) = o, on aurait 
aussi pour les forces qui tireraient le corps M suivant a?, j, z, et le 
corps N suivant f , w, ^, les mSmes expressions que ci-dessus, Tf'(x), 
Tr(j), Tf'(z), Tr(e), Tf'(«), Tf'(0. 
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Si Ton suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M 
et N vers les deux poulies fixes, on aura P = mV et Q == nT : done, 
puisque m et n doivent etre des nombres entiers, si les quantites P 
et Q sont commensurables, il faudra prendre T pour leur commune 
mesure; mais, quelles que soient les forces P et Q, on peut toujours les 
representer par mT et /iT, en prenant, dans le cas ou elles seraient 
incommensurables, les nombres m et n tres-grands et la quantite T 
infiniment petite ; et les forces qui tirent les corps M et N suivant leurs 
coordonnees a?, j, z, f, w, ^ seront toujours proportionnelles aux 
fonctions primes de la meme equation de condition relatives a ees 
coordonnees. 

28. Maintenant si, au lieu de Tequation de condition 

f(^» J, ^1 ^» w, C) = o^ 

dependante de I'inextensibilite du fil, on a une autre equation quel- 
conque entre les memes coordonnees J^, J, 2, ?? *», ^ des deux corps, 
representee par F(a?, j, z, ^, n, ^) = o, on peut, en regardant les 
constantes qui entrent dans la premiere de ces equations comme arbi- 
traires, faire coincider non-seulement les equations memes, mais encore 
toutes leurs fonctions primes pour des valeurs donnees des variables 
•^'5 /? ^> ?5 w> C- ^^ cette maniere, les deux equations deviendront 
comme tangentes Tune de Fautre, par la theorie des contacts que 
nous avons donnee dans la deuxieme partie ; et quelle que soit la liaison 
des deux corps qui est representee par T equation F(j:, /, 2, 5, >», C)=^> 
elle deviendra equivalente a celle d'un fil qui passe par deux poulies. 
On pourrait croire que, puisque T equation de condition 



• 
pour un fil simple qui passe sur les deux poulies fixes, renferme sept 
constantes arbitraires, elle peut toujours avoir un contact du pre- 
mier ordre avec une equation quelconque, puisque ce contact ne 
demande que sept conditions ; mais , en representant cette equation par 
f {^'i y^ ^? ?> »»? = ^? ^* prenant ses fonctions derivees, il est visible 
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que Ton a 



r'{x) + f ( J) + f'(2) = 1 , f (^) + f '(«) H- f'(0 = I , 

de sorte que Ton ne pourrait plus satisfaire, en general, aux conditions 
du contact 

f'(;r) = F'(x), fix) = F'(j), f'(z) = F\z), 
f'(e) = F'(e), f'(«) = F'(«), f'{0 = F'(^). 

Get inconvenient disparait en prenant 



ms/(x^ay+(yr—by+(z-cy+ny/a-ay^(ri-fiy+(i^-yy-d=.o 



pour I'equation de condition du fil multiple, a cause des nouveaux 
coefficients indetermines m et n; et Ton pent done dire que Tequa- 
tion de condition donnee F {oOyjr, z, ^, w, ^) = o, produit sur les corps 
M et N les memes forces que le fil. 

On tire de la cette conclusion, que dans un systeme de deux corps 
dont la liaison depend de Tequation F(j;, j, z, ^, «, ^)=o, leur action 
mutuelle produit sur Tun des corps les foTces uF\x)y nF'( j), nF'(z) 
suivant les trois coordonnees rectangles ^, /, z, et sur I'autre corps 
les forces nF'{^), nF'(>i), nF'(^) suivant lea coordonnees rectangles 
^, w, ^, n etant un coefficient indetermine. 

29. Si le systeme etait compose de trois corps ayant pour coor- 
donnees rectangles x^ j, z, 0, w, ^, x, y, z, on trouverait, par un 
pareil raisonnement, que toute equation entre ces coordonnees depen- 
dante de la liaison des corps, et representee par 

F (^, r. Zy ^, w, ^, X, y, z) = o, 

donnerait pour le premier corps les forces IlF'(a?), IlF'(j), IlF'(z) 
suivant a?, j, z; pour le second corps, les forces nF'(f), nF'(>i), 
nF'(^) suivant ^, w, ^; et pour le troisieme, les forces nF'{x), nF'(y), 
IlF^(z) suivant X, y, z; et ainsi de suite, si le systeme etait compose 
d'un plus grand nombre de corps. En efFet, quel que soit le nombre 
3« ifd. 46 
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des corps, et quelle que soil leur liaison, elle ne peut produire sur 
chaque corps qu' une force determinee suivant une certaine direction ; 
or toutes ces forces peuvent etre aussi produites par la tension d'un 
meme fil qui passerait, successivement eta plusieurs reprises, sur les 
memes corps et sur des poulies fixes. 

Enfin, s'il y avait entre les memes coordonnees une seconde equa- 
tion de condition representee par 

» 

* (J^7 J, ^5 ?» >», C ^^ Y' ^) = ^y 

il en resulterait d'autres forces exprimees par Y$'(;r), Y*'( j), y$'(z) 
pour le premier corps, par 4^*'(^), ^^'(w), V*'(^) pour le second 
corps, et par ^<l>'(x), ^$'(y), ^$'(z) pour le troisieme, et suivant les 
directions des memes coordonnees, le coefficient W etant indetermine 
comme le coefficient 11; et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand 
nombre d'equations de condition. 

30. On doit conclure de la, en general, que les forces qui peuvent 
resulter de Taction mutuelle des corps d'un systeme donne se dedui- 
sent directement des equations de condition qui doivent avoir lieu 
entre les coordonnees des difFerents corps du systeme, en prenant les 
fonctions primes des fonctions qui sont nuUes en vertu de ces equa- 
tions. Les fonctions primes de la meme fonction, prises par rapport 
anx difFerentes coordonnees, sont toujours proportionnelles aux forces 
qui agissent suivant ces coordonnees, et qui dependent de la condition 
exprimee par cette fonction. 

J'^tais deja arrive a un resultat semblable dans la Mecanique ana- 
lytique^ en partant du principe general des vitesses virtuelles ; et, en 
effet, ce principe est renferrae dans le resultat que nous venons de 
trouver: car il est evident que, si plusieurs forces appliquees a un 
systeme de corps sont en equilibre, elles doivent etre egales et direc- 
tement opposees a celles qui resultent de leur action mutuelle. 

Soient X^ V^ Z les forces appliquees a Tun des corps suivant les 
directions des coordonnees a?, j, z prolongees ; S, T, 2 les forces 
appliquees a un autre corps suivant le prolongement de ses coordon- 
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nees ^, w, ^, et X, Y, Z les forces appliquees a un troisieme corps 
suivant le prolongement de ses coord onnees x, y, z, on aura par ce 
que I'on vient de demontrer, 

A'=nF\x)-hW{x), r=aF\y)-^W{f), Z=nF\z)-hW{z) ; 

E =nr(?)-hW(e), T=nF(w)-hv$'(«), 2=nF(^)+w'(C) ; 

X=IlF(x)-hy^'(x), Y=nF(y)+V$'(y), Z=nF(z) + V*'(z) ; 

et de la on tirera immediatement 

Xa?'-hY/+Zz'-f-sr^TM'+zC'+^x'+ry'-hZz' 
= nF'(a;, 7, z, g, «, ^, X, y, z)' + W(a:, j, z, 0, w, ^, x, y, z)'. 

Le second membre de cette equation est evidemment nul en vertu des 
equations de condition, puisque les quantites indeterminees n, V se 
trouvent multipliees par les fonctions primes de ces equations ; done 
on aura 

j:y+ J^/4.Z-s'^_Ef+Y/^-2C^-^^x'-hYy'+Zz' = o, 

equation generale du principe des vitesses virtuelles pour Tequiiibre 
des forces JCy K, Zy 3, T, 2, X, Y, Z, dans laquelle les fonctions 
primes j?', /', z\ ^', etc., exprimentles vitesses virtuelles des points 
auxquels sont appliquees les forces JC, K, Z, S, etc. , estimees suivant 
les directions de ces forces. ( Voyez la premiere partie de la Mccanique 
analytique.) 

Au reste, on ne doit pas etre surpris de voir le principe des vitesses 
virtuelles devenir une consequence naturelle des formules qui expri- 
ment les forces d'apres les equations de condition , puisque la conside- 
ration d'un fil qui, par sa tension uniforme, agit sur tons les corps et 
y produit des forces donnees, suffit pour conduire a une demonstra- 
tion directe et generale de ce principe, comme je Tai fait voir dans la 
seconde edition de I'ouvrage cite. 



46. 
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CHAPITRE SIXIfiME. 



De la loi du moiwement du centre de grai^ite. De la loi des aires dans 
la rotation autour d'un axe fixe, ou d'un seul point fixe, ou autour 
du centre de gravite dans les systemes lihres. 



31. Nous venons de donner la maniere de determiner les forces 
qui peuvent resulter de T action mutuelle des corps dans un systeme 
quelconque, et qui doivent etre ajoutees aux autres forces dans les 
equations du n** 15, pour avoir les equations completes du mouvement 
du systeme . Quoique les equations de condition F(a?,j,z,|,>f,^...)=o, 
<t)(x, /, z, ^, w, ^...) = o, etc., qui donnent naissance a ces forces, 
dependent des circonstances particulieres de chaque probleme, il y a 
neanmoins descas generaux qui meritent d'etre examines, parce qu'ils 
oflfrent des resultats remarquables . 

Le premier de ces cas est celui oil les conditions du systeme sont 
independantes de Torigine des abscisses x, f , etc. , et ou les fonctions 
designees par les caracteristiques F, $, etc., ne contiennent que les 
differences ^ — x, x — ^r, etc., des abscisses. Alors il est evident que 
si Ton augmente chacune des variables x, ^, etc., d'une meme quan- 
tite iy cette quantite disparaitra d'elle-meme des fonctions dont il 
s'agit. Or, en substituant a: -f- /, ^ h- /, etc., a la place de j:, ^, etc., 
dans la fonction F {x, j, z, ^, w, ^...), elle devient par le develop- 
pement, 
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Done on aura necessairement Tequation du premier ordre 

F'(a:) H- F'(?) -I- ...=o. 
On trouvera, de la meme maniere, 

<p\x) + «i'(^)-h ...=o; 

et ainsi de suite . 

Or, si le systeme n'est soumis a d'autres forces que celles qui pen- 
vent resulter de Taction mutuelle des corps, les equations du mouve- 
nient relatives aux coordonnees x, ^, etc,, seront de la forme (n"* 15) 

Mx'^ = nF'(a?) -h W{x) + ..., 

Ne'' = nF'(0) + Vf&'(?)^ ..., 

etc. 
Done, ajoutant ces equations ensemble, on aura simplement 

Ma;''H-Nf'-h... = o, 

equation independante des conditions du systeme. 
Cette equation a T equation primitive 

Mx' -f- N5'+ ... = a; 

et eelle-ci a encore 1' equation primitive 

Mx -h N^ -I- ... =1 at -\- b, 

a etb etant des constantes arbitraires. 

Ainsi, on a toutde suite, dans cecas, une relation entre les ditte- 
rentes abscisses ^, ^, etc. 

II est facile de voir que le cas dont il s'agit aura lieu dans tout systeme 
entierement libre de se mouvoir dans la direction de Taxe des abscisses, 
quelle que soit Faction que les corps peuvent exercer les uns sur les 
autres : car alors, relativement a cet axe, les conditions du systeme ne 
pourront dependre quede la position respective des corps, et iiulle- 
ment de leur position par rapport a Torigine des abscisses ; par conse- 
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queut, les equations qui exprimerant ces conditions ne pourront con- 
tenir que les differences x — §, etc. , des abscisses. Et si les corps 
exercent les uns sur les autres des attractions ou des repulsions mu- 
tuelles, comme les fonctions F [x, y, z, ^...), dues a ces forces, ne 

dependent que des distances ^{x — ?)^-f- (j — w)*-h (z — ^)*, etc., 
ces fonctions auront aussi la meme propriete. 

Done, lorsque le mouvement du systeme sera tout a fait libre suivant 
la direction de I'axe des x, de quelque maniere que les corps agissent 
les uns sur les autres, soit par des forces quelconques de resistance, 
ou par des forces d'attraction ou de repulsion mutuelle, Tequation 
precedente entre les abscisses x^ ^, etc., des differents corps aura 
toujours lieu. 

Si Ton prend dans le systeme un point qui reponde a Tabscisse X, 
telle que Ton ait 

^— M + N + ... ' 
on aura 

X'' = o et de la X' = a, X = at, 

en supposant que Tespace x soit nul au commencement du temps. 
Ainsi, le mouvement de ce point suivant la direction de Taxe desx 
sera uniforme avec la vitesse constante a . 

52. Si, dans le meme systeme, on suppose que les corps M, 
N, etc. , soient, de plus, animes par des forces quelconques P, Q, etc. , 
dirigees suivant Taxe des x et tendant a augmenter les x^ ^, etc., il 
faudra, dans ce cas, ajouter respect ivement les quantites P, Q, etc., 
aux valeurs de Mo;'', N^'"", etc.; ce qui donnera les equations 



M.r" 


— P 


H- 


nF'(a?) 


H- W{x) 


N^" 


-Q 

etc., 


-h 


nF'(e) 


-h W{^) 



dont la somme sera 



M^"-l- Ne"-I- ... = P -h Q + ,..; 
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et si Ton substitue pour Mj? -+- N^ -h . . . , la quantite ( M -h N -h . . .) X , 
on aura 

equation qui represente le mouvement recdligne suivant Taxe des .r 
d'un corps dont la masse serait M + N + . . . , et qui serait anime par 
une force egale a P -h Q -f- — 

D'oii Ton pent conclure que le point du systeme qui repond a 
Tabscisse X aura, dans la direction de Taxe des a?, le meme mouve- 
ment qu'il aurait ai tons les corps du systeme etaient concentres dans 
ce point, et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la 
direction du meme axe lui fiissent appliquees. 

33. Si le systeme est libre a la fois relativement a I'axe des x et a 
celui des j, il est visible que les memes resultats auront lieu pour les 
mouvements suivant ces deux axes ; et si le systeme est absolument 
libre dans tons les sens, alors les memes resultats auront lieu par rap- 
port aux trois axes ; et Ton en pourra conclure que si Ton prend dans 
le systeme un point qui reponde aux coordonnees X, Y, Z, telles 
que Ton ait 

^~ M+N+... ' 



* ~ M+N-h... ' 



^ — M + N-h... ' 

ce point, lorsque le systeme n'est anime par aucune force exterieure, 
se mouvra uniformement en ligne droite ; et que si les differents corps 
du systeme sont animes par des forces quelconques, le meme point se 
mouvra comme si tons les corps y etaient concentres, et que toutes les 
forces y fiissent appliquees chacune suivant sa direction propre. 

Le point dont il s'agit est connu, en mecanique, sous le noni de 
centre de gravitey et la proposition que nous venons de demontrer 
s'enonce ordinairement ainsi : L'etat de mouvement ou de repos du 
centre de gravite de plusieurs corps ne change point par Taction 



368 THEORIE DES FONCTIONS. 

niutuelle des corps entre eux, poiirvu que le systeme soit entierement 
libre ; c'est ce qui constitue la loi de la conservation du mouvement du 
centre de gravite. 

11 est bon de remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque, par la 
rencontre et Taction mutuelle des corps, il survient des changements 
brusques dans leurs mouvements; car on peut regarder ces changements 
comme produits par Taction de ressorts interposes entre les corps qui 
se choquent, et dontia duree est presque momentanee. C'est ainsi que 
Ton peut envisager les changements qui arrivent dans le choc des 
corps durs, et c'est par cette raison que le mouvement du centre de 
gravite n'est point altere dans ces changements. 

34. On rapporte communement le centre de gravite de plusieurs 
corps a trois axes fixes, par le moyen des coordonnees X, Y, Z, 
donnees ci-dessus ; si Ton voulait le rapporter a des points determines, 
alors nommant a^h^ c les trois coordonnees d'un de ces points^ et d 
la distance du centre de gravite a ce point, on aurait 

rf^ = (X — aY ~h (Y — hY 4- (Z — cy 
= X^ + Y^ + Z^ — aaX — 26Y — 2cZ + a» H- fe» H- c^ 

Or, si Ton fait le carre de la quantite Mx -h N^ + . . . , il est facile 
de voir qu'on peut le mettre sous la forme 

(M-f.N+...)(Mx^+Nf + ...) — MN(j: — e)'— .-.; 
done on aura ( numero precedent) 



et de la 



^2_ Mx'+Ng'+... _ MN(j:— g)«+.., 
^ ~ M+N+... (M4.N+...) ' 



X^ — aaX H- a^ = M(a:-a)'+N(|-a)« + ... _ MN(a:-|)'+... 

M-+-N + ... (M+N+...) 

On trouvera de meme 

I —i.OX'^o — M+N + ... (M + N + ...) ' 
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•et pareillement 

7»_ ar7 -^ ^._ M(^-c)'+N(C-cyH-... MN (z-Q'-j- ... 
L. ACi^^c — M+N + ... (M+N+...) ' 

Si Ton fait ces substitutions dans Texpression precedente de rf% et 
que i'on designe, pour abreger, par A la somme des masses M, N, etc. , 
multipliees chacune par le carre de sa distance au point donne, cette 
somme etant, de plus, divisee par la somme des masses; et que ]'on 
designe aussi par B la somme des produits des masses prises deux a 
deux et multipliees par le carre de leurs distances respectives, cette 
somme etant divisee par le carre de la somme des masses, on aura 

rf^ = A — B, 
et par consequent 



rf= V/A — B. 

Ainsi, comme la quantite B ne depend que de la position respective 
des corps, si Ton deteimine les valeurs de A par rapport a trois points 
differents, pris dans le systeme ou hors du systeme, a volonte, on aura 
les distances du centre de gravite a ces points, et, par consequent, sa 
position absolue. Si les corps etaient tous dans le meme plan, il suffi- 
rait de considerer deux points, et il n'en faudrait qu'un seul si tous 
les corps etaient dans une meme ligne droite. En prenant les trois 
points donnes dans les corps memes du systeme, la position du centre 
de gravite sera donnee simplement par les masses et par leurs distances 
respectives. Comme cette maniere de trouver le centre de gravite est 
peu connue, j'ai cru pouvoir la donner ici a cause de Tutilite dont 
elle pent etre dans plusieurs occasions. 

35. Le second cas est celui ou les conditions du systeme sont 
independantes de la direction des axes des x et y sur le plan de ces 
coordonnees, en sorte qu'en faisant toumer ces axes autour de Taxe 
des z d'un angle quelconque e', ce qui changera les abscisses a;, 0, etc. , 
en X cos i — y sin /, ^ cos i — w sin /, etc. , et les ordonnees y^ w , etc. , 
en y cos i-\- x sin i, w cos / + ^ sin i, etc. , les fonctions representees 

3« ed. l\l 
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par les caracteristiques F, O, etc., ne varient point par ces change-^ 
ments, quel que 8oit Tangle i. U est facile de voir que cette propriete 
aura lieu, en general, dans toute fonction des quantites ^'h-J*, 
|* + »i% a^^-f-jw, Xfi —x^, etc. 
Si Ton fait, dans ce cas, 

a^=ix (cos ^— i) — y sin /, b ::^y (cos « — l) ^ x sin ^, 

a = ^ (cos i — i) — fi sin ij p = « (cos / — i) -f- ^sin /, etc. , 

il faudra qu'eti substituant a k fois dans oes fonctions ^ H- a, j 4- i, 
-h a, w -h p, etc., k la place de ^, j, ^, », etc., et developpant, 
suivant les puissances de /, la somme des termes affectes d'une meme 
puissance soit nuUe. Or, par ces substitutions, et par le developpement 
suivant les puissances de a, ^ , a, |3, etc., la fonction F (a?, y, z, 0...) 
devient 

F {x, /, z, e-) + aF' {x) H- 6F'( J) 4- «F'(5) ^ pF'(if) 

-hf*F'»4-.... 

Mais on a 

i» I* 

-r H- .... cos 1=1 

a. 3 ' a 



• . 



sm i = i 5 H- . . . , cos 1=1 h . . • ; 



done les termes affectes de i dans la formule precedente seront 

par consequent, on aura pour la fonction F(a7, y...) Fequation de 
condition 

xFy -xF\x) •+- gF» - fiF\^) + ... = o. 

On trouvera, de la meme maniere, pour la fonction * (a?, j...), 
Tequation 

•^^'(j) — r*'(^) -H ?*» — «*'(?) -h •.. = o^ 

et ainsi des autres. 
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S6. Maintenant, si les corps du systeme n'eprouvent d'autres 
actions que celles qui peuvent resulter de leur liaison mutuelle, les 
equations du mouvement relatives aux coordonnees Xj y^ 5, «, etc., 
seront de cette forme ( n*" 26 et 50): 

M/' = nF'(j)+ Y*'(j) 

M?'' = nF^(^) + >F$'(e) 
Ml,'' =nF'(»,) -hT<i>'(»i) 

etc. 

Done, si Ton ajoute la seconde de ces equations multipliee par x^ la 
quatrieme multipliee par 0, et ainsi de suite, et que Ton en retranche 
la premiere multipliee par j, la troisieme multipliee par «, etc., on 
aura, en vertu des equations de condition trouv^es ci-dessus, T Equation 

M (V' -r^") -^ N (?>,'' - «f' ) H- ... = o, 

qui est aussi, comme Ton voit, independante des conditions du sys- 
teme. 

En prenant son equation primitive, on aura 

M (V -yx') -h N (^jf' - H^') H- .. . = C, 

C etant une constante arbitraire. Ainsi Ton a tout de suite une equa- 
tion du premier ordre entre les coordonnees, ^, J, t, w, etc. , des diffe- 
rents corps. 

Or xy' — yx' = ocy' + jx' — aja?'; mais xy' -hyx^ est la fonc- 
tion prime de xy^ c'est-a-dire du double de Taire du triangle rec- 
tangle dont X est la base ety la hauteur, etyx' est la fonction prime de 
Taire de la courbe comprise entre Tabscisse x et I'ordonnee y ; done 

^^ ' sera la fonction prime de la difference du triangle et de I'aire 

dont nous parlons ; et il est facile de voir que cette difference esl:, en 
general , ^gaie a Tespace compris entre la courbe dont x et y sont les 
coordonnees, et la droite menee de Torigine de ces coordonn^ a la 

47- 
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courbe, c'est-a-dire a Taire du secteur decrit par cette meme droite 
que Ton nomme rayon vecteur. 

Ainsi, nommant A cette aire, on aura 

xy' — yx' = 2A'; 

et nommant de meme a I'aire decrite par le rayon vecteur mene a la 
courbe dont ^ et w sont les coordonnees, on aura pareillement 

et ainsi des autres. De cette maniere, I'equation precedente deviendra 

2MA'+ 2Na'+ ... =G; 

et comme les fonctions primes se rapportent ici au temps tj on aura 
cette equation primitive 

MA + Na + ...=1G^_D, 

D etant une constante arbitraire, qui sera nuUe si Ton fait commencer 
les aires A, a, etc., au commencement du temps t. Alors la somme 
des aires multipliees chacune par la masse correspondante sera pro- 
portionnelleau temps. 

II pent arriver, suivant la forme de la courbe dont x ely sont les 
coordonnees, que Taire decrite par le rayon vecteur soit, au contraire, 
la difference de Taire de la courbe et de celle du triangle, auquel cas 
on aura 

xy' — yx' == — 2 A'; 

mais il est facile de se convaincre que, dans ce cas, Faire sera decrite 
dans un sens oppose. Done, en general, la somme des produits des 
masses par les aires sera proportionnelle au temps, en prenant positi- 
vement les aires tracees dans le meme sens, et negativement celles qui 
seraient tracees dans un sens oppose. C'est une remarque essentielle, 
et sans laquelle le theoreme dont il s'agit ne serait pas vrai en general. 
Cette loi des aires aura done lieu dans le mouvement de tout systeme 
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de corps agissant les uns sur les autres d'une maniere quelconque, 
pourvii que le systenie soit entieremet libre de tourner autour de Taxe 
des z perpendiculaire au plan des xely\ car il est visible que les con- 
ditions provenant de la liaison mutuelle des corps seront alors les 
memes, quelque direction que Ton donne aux axes des xeX y. 

Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces d'attrac- 
tion ou de repulsion, ces forces seront exprimees par des fonctions 

des distances yj{x — §)^+ (j — w)^-h {z — ^)% lesquelles auront 
aussi la propriete que nous avons supposee ; par consequent, la meme 
loi des aires aura encore lieu. 

Enfin, si les corps M, N, etc. , etaient, de plus, animes par des forces 
quelconques P, Q, etc. , dirigees vers des points donnes de Taxe des z, 
eloignes du plan des x el y des quantites m, n, etc. , il est facile de 
conclure des formules du n^ 15, que Ton aurait a ajouter aux valeurs> 
de Ma:'' et Nj", les termes respectifs 

Px ^ Pr 

et "^ 



et de meme aux valeurs de M^'' et N/, les termes 

Qg et Q^ 

et ainsi de suite. Done les valeurs des quantites M{xy^^ — X^'^)^ 
M (^w''' — ^J^'O' ^^^-^ seront independantes de ces forces, et la loi des 
aires subsistera egalement dans ce cas ; done elle subsistera aussi si les 
corps ne sont animes que par des forces dirigees parallelement au 
meme axe, et, par consequent, perpendiculaire au plan des x et y. 

37. Done, en general, si le systeme est libre de tourner autour d'un 
axe fixe, quelle que soit Taction que les corps peuvent exercer les uns 
sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animus, pourvu 
qu'elles tendent a cet axe ou qu'elles y soient paralleles, la somme des 
produits de la masse de chaque corps par Taire que sa projection sur 
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iin plan perpendiculaire au meme axe decrit autour de cet axe, est 
toujours proportionnelle au temps. 

Si done le systeme etait libre de tourner, d'une maniere quelconque, 
autour d'un point fixe, et qu'outre Taction mutuelle des corps, chacun 
d'eux fut encore soUicite par une force quelconque tendant a ce point, 
la meme loi des aires aurait lieu relativetnent a tons les axes qui pas- 
seraient par ce meme point. Ainsi, dans cecas, en prenantce point 
pour Torigine des coordonnees, on aurait, relativement aux trois 
axes des coordonnees, ces trois equations du premier ordre (numero 
precedent ) : 

M{xy—xx') -h N(e»»'— wf ) -h ... = C, 
M{xz'- zx') -f- N(er- Cf ) -+- ••• = !>,. 
M (jz' — z/) + N(w^'— ^1,') -h ... = E; 

G, D, Eetant trois constantes arbitraires. 

58. Si le systeme etait entierement libre et qu'il n'y cut aucun 
point fixe, ces equations et, par consequent, la loi des aires auraient 
lieu par rapport a un point quelconque que Ton prendrait pour Tori- 
gine des coordonnees et pour tous les axes que Ton ferait passer 
par ce point. 

II en serait encore de meme dans ce cas, si le point dont il s'agit, au 
lieu d'etre fixe dans Tespace, avait un mouvement quelconque recti- 
. ligne et uniforme. En efFet, supposons qu'il parcoure dans le temps t 
les espaces af, ^t^ yt suivant la direction des axes des a:, j, s, les 
vitesses «, P» 7 etant constantes, et soient /?, q^ r les coordonnees du 
corps M, TT^Xy 9 celles du corps N, etc., rapportees a ce meme point 
pris pour leur origine, il est clair que Ton aura 

p = x — at, q=y — pt, r = z — yt, 

et de meme 



9r 



= ? — «^ X = ^ — ^t, p = ^—yti 
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et ainsi des autres. Done on aura 

pq'— qp' ={x — at) (/— /S) — ( J — ^t) {x' — a)=xy - yx' 

— a(^'—r) + 13(^07' — or), 

et pareillement 

;r;t'-A:'r'=^'-.ir-«K-")+/3(*r-e); 

et ainsi des autres formules semblables . On aura done 



M {pq' — qp') -H ^{tt^ — X^') 

— a^(Mj'H-Nw') -h ...) -+-rt(Mj + Nw-h ...) 
^<(Ma7'-h Nf ) -h ...) -h /3(Ma: + N^-h ...) 



Or, dans ce eas (n^ 52 et 55) , 

]Vlr-|- N^ + ... = a^-H i, Mj -+- Nw -h ... =c< -h rf, 

a, h^ c, d etant des eonstantes: done, faisant ees substitutions, il 
viendra 



^{pq'-qp')+^{7rx'-X'^') 
+ arf — p6 = C -h arf — /3^. 

Ainsi la quantite M {pq' — qp') -h ^{ttx' — X*^') ••• sera eneore 
eonstante ; par consequent, la sonune des aires decrites autour de Faxe 
des r passant par le point mobile, multipliees ebaeune par la masse 
respective, sera aussi proportionnelle au temps. 

On trouvera de la meme maniere que les deux autres quantites 

M(/;r'-r/;')+N(V-F')+-, ^{qr' -rq')-^^{Xf'-?X')-^-, 

seront eonstantes, et qu'ainsi la somme des aires decrites autour des 
axes Ae q el p passant par le meme point mobile, multipliees ebaeune 
par la masse respective, sera encore proportionnelle au temps. 

Done, puisque, dansle eas dont il s'agit, le centre de gravity du 



I 



\ 



I0 
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systeme ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme (n®53), 
il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de 
gravite, et pour tous les axes que Ton fera passer par ce centre. 

Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlous a 
lieu aussi comme celle du mouvement du centre de gravite, et, par la 
meme raison ( numero cite ) , lorsqu'il survient des changements brus- 
ques dans les mouvements du systeme, par Taction mutuelle des corps 
qui le composent. Ainsi la meme loi peut s'appliquer egalement au 
choc des corps durs et a celui des corps elastiques. 
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CHAPITRE SEPTIfiME. 

De la hi des forces i^wes dans le moiwement d^un systeme anime p& 
des forces accSUratrices quelconques . De la conservation des forces 
sfi^es dans le choc des corps Slastiques. De la perte de ces forces 
dans le choc des corps durs, ou^^ en g6ndral, dans les changements 
brusques que le systeme peut iprouver. De la somme des forces vives 
dans les situations de rSquilibre. Remarques gSnSraJes sur Veco- 
nomie de ces forces dans les nuichines. 



39. En general, quelles que soient les conditions du systeme, les 
equations de condition 

F(^,7>^>5---) =0, *(a?,7, z, ^...) = o, etc., 

donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement au 
temps ty dont les variables a?, jr, etc., sont des fonctions, 

.rV(a:)-h/<I>'(7) + zV(z)+fC>'(e)+»fV(»») + ^V(0 + ...=o 

etainside suite. 

Or, si le systeme n'eprouve que Taction des forces qui resultent de 
ces conditions, ]es equations du mouvement des corps M, N, etc., 
seront, comme dans le n"" 36, de la forme 

Mx'' = \i¥\x) -h W{x) 



uy' = nF'(j) H- ^<i>'( j) 

Mz'' = nF'(z) -+- W{z) 

N^'^ = nF'(0 + ^*'(0 

etc. 
3« ^d. 48 
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Done, muHiptiant ces equations respectivement par a: , j* , z , ^ , 
r\\ ^', etc., et les ajoutant ensemble, on aura celle-ci: 



qui est entierement independante des conditions du systeme, et qui, 
par consequent, aura lieu en general, quelles que puisseat etre la dis- 
position et la liaison mutueUe des corps qui le oomposent. 
Gette equation a pour equation {H*iniitive 

M(a?'* +/' + z'^) H- N(r + /» + C) + -• = H, 

dans laquelle H est une constante arbitraire. Or, nous avons vu (n^ 1 1) 

que y/o?'^ -+- y'^ -^-z'^ exprime la vitesse du corps qui decrit la courbe 
dont 0?, /, z sont les coordonnees ; done, si Ton nomme u la vitesse 
du corps M, V celle du corps N, et ainsi des autres, on aura 

m 

x'^ ^ /» + z'^ = u" , f * -h If'' + C'' = ^% etc. , 
et r equation precedente deviendra 

Dans la fiuneuse dispute sur T estimation des forces, on a appele 
forct s^we d'un carps en mouvement le produit de sa masse et du carre 
de sa vitesse. Ainsi, en conservant cette denomination, on voit, par 
Tequation que Ton vient de trouver, que la somme des forces vives 
de tons les corps d'un systeme est constante, lorsque ces corps 
n'eprouvent d'autres actions que celles qui resultent de leur liaison, 
et, en general, de toutes les conditions qui peuvent etre exprimees 
par des equations entre les differentes coordonn^s du corps, sans 
que le temps y entre. G'est dans cette loi que consiste le principe de la 
conservation des forces vives. 

40. Si les corps agissaient de plus les uns sur les autres par des 
forces d'attraction ou de repulsion queloonques, ces forces donne- 
raient, a la verite, des termes de la meme forme n ^{x) , nf '( j) , etc. , 
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dans les valeurs des quantites Mx^^ ^x'\ et/o- 7 en pretiant pour k 

fonction f (a?, y^...) la distance ^{x — ^y H- ( J — »»)* + (^ — 0* 
entre deux corps, et pour n la force absolue que ces corps exer- 
cent I'un sur I'autre (n^ 2h); mais il est evident que la condition 
x^f\x) H- j'f'(j) "h ... =0 n'aurait pas lieu pour cette fonction, 
comme pour celles qui resultent des conditions du syst^me. Ainsi ces 
termes subsisteront dans T^quation independante des conditions du 
systeme, et Ton aura, par consequent, 



ou Ton voit que la quantite ^ f (^) •+-/ f'(j) -f-... est la fonction 
prime relativement a ^ de la fonction f[Xj j, z, 0...), qui est ici 



v/(ar-^r+(r-»r+(2-o'. 

Done, en general, si Ton designe par j? la distance rectiligne entre 
les corps M et N, et par P la force absolue d'attraction ou de repulsion 
que ces corps exercent Tun sur I'autre; si Ton designe de meme par q 
la distance rectiligne entre deux autres corps du systeme, et par Q la 
force d'attraction ou de repulsion entre ces corps, et ainsi de suite, en 
prenant les quantites P, Q, etc., positivement lorsqu^elles tendent a 
augmenter les distances/?, g, etc., et negativement lorsqu'elles ten- 
dent a diminuer ces distances, et que Ton nomme u, Vj etc., les 
vitesses des corps M, N, etc., I'equation precedente deviendra 



Mwtt'+ Nw'-h ... = Py-h Qgr' 



..., 



qui est ^galement independdhte des conditiobs du systeme, itiai^ qui 
renferme, comme Tota voit, les forces P, Q, etc., d'attraction ou de 
repulsion motuelle. 

41. Enfin, si les corps etaent en m^me temps attir^ vers des 
centres fixes eu refpousses de ceb centres, la meme Equation aut&it 
encore lieu en prenant, par exemple, p pour la distance du corps M 

48. 



38o TH^ORIE DBS FONGTIONS. 

a nn centre fixe, et P pour la force qui vient de ce centre; et ainsi des 
autres : car on pent deduire le cas des forces tendantes a des centres 
fixes, de celui des actions mutuelles des corps, en supposant que 
quelques-uns de ces corps deviennent immobiles, ce qui a lieu lorsque 
leurs masses sont infinies ; mais, sans avoir recours a cette demonstra- 
tion indirecte, il n'y a qu'a considerer que si le corps M, par exemple, 
eprouve Faction d'une force P qui part d'un centre fixe dont la posi- 
tion soit determinee par les coordonnees /, m, n, et dont la distance 
a M soit p, il en resultera (n° 25) dans les valeurs des quantites Air^"^, 
My\ Mz'', les termes respectifs 

P(^-0 PCr-^^0 P(^-^) 

> > > 

p p p 

et, par consequent, dans la valeur de M (x'x" ■+■ y'y" + z'z"), ou 
de M^<l^', les termes 

P(x-/)x' PCr-m),r' , T?{z^n)z\ 
P P P * 

mais, p etant egal a \/{x — /)* + (y—m)' -\-{z — n)», on a 

I 

^ P 

done les termes dont il s'agit se reduisent a P/?'. 
D'oii Ton conclura, en general, que I'equation 

Mwm'h-Nw'+ ... =PyH-Qy'-f. ... 

a lieu pour un systeme quelconque de corps disposes ou lies entre eux 
d'une maniere quelconque, et qui s'attirent ou se repoussent recipro- 
quement, ou sont attires vers des centres fixes, ou repousses par des 
forces quelconques P, Q, etc., en nommant/?, q, etc., les distances 
mutuelles des corps qui s'attirent ou se repoussent, ou leurs distances 
aux centres fixes d'attraction ou de repulsion, et prraant les quan- 
tites P, Q, etc., positivement ou negativement, selon que ces forces 
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seront repulsives ou attraclives, parce que les premieres tendent a 
augmenter les distances/?, q^ etc., et les secondes a les diminuer. 

42. Si les forces P, Q, etc., sont respectivement des fonctioiis 
quelconques des distances/?, q^ etc., suivant lesquelles elles agissent, 
ce que Ton pent toujours supposer lorsque ces forces sont indepen- 
dantes les unes des autres, ou, en general, si les quantites P, Q, etc. , 
sont des fonctions de /?, ^, etc. , telles que la quantite P/^'-f- Q^^'-f- • • • ? 
soit la fbnction prime d'une fonction de /?, 9, etc., que nous desi- 
gnerons par F (/?, ^•••), Tequation primitive de Tequation ci-dessus 
sera 

Mtt'-hN^^'-h ... =Kh- 2F(/?, q...), 

K etant une constante arbitraire ; et, dans ce cas, les forces P, Q, etc. , 
qui agissent suivant les lignes /?, 9, etc., seront representees par les 
fonctions primes F'(/?), ^\q)^ etc. 

Soient a, 6, etc., les valeurs de/?, 9, etc., dans un instant donne, 
et U, V, etc., les vitesses de M, N, etc., dans cet instant, T equation 
precedente rapportee a ce mSme instant donnera 



MU'-hNV^H- ...=K-h2F(a, &...), 



d'oii Ton tire 



K = MU* -h NV* H- ... — 2F (a, h...)', 



done, substituant cette valeur, on aura I'equation generate 

M2^»-hN(;'-h...=MU'H-NV^-h... + 2F(/?,5r...) — 2F(a, 6...). 

Cette equation renferme le principe de la conservation des forces 
vives pris dans toute sa generalite. Elle fait voir que la force vive 
totale du systeme ne depend que des forces actives qui animent les 
corps, et de la position des corps relativement aux centres de ces 
forces; de sorte que, si, dans deux instants, les corps se trouvent a 
m^mes distances de ces centres, la somme de leurs forces vives sera 
aussi la meme. 
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J'entends par forces actives les forces que les ccH'ps exercent les 
uns sur les autres, et dont Teffet est de changer leurs distances ou 
leurs positions respectives, comme les forces intrinseques d'attraction 
ou de repulsion, les forces des ressorts places entre les corps, etc. Au 
contraire, j'appelle forces passwes les forces de resistance produites 
par les pressions des corps, les tensions des fils ou des verges, etc. , et 
dont TefTet est de maintenir les corps dans une meme position respec- 
tive, et d'empecher que les conditions du systeme ne soient violees. 
Ces forces passives ne contribuent en rien, comme Ton voit, a la 
production de la force vive ; les forces actives seules I'augmentent ou 
la diminuent, comme elles feraient si les corps etaient mus librement, 
partaient des memes points et arrivaient aux memes points, en decri- 
vant des lignes quelconques. 

43. Nous avons vu que la loi du mouvement du centre de gravite 
et celle des aires sont ind^pendantes de Taction mutuelle des corps, 
quelle que soit cette action, soit qu'elle vieune des forces passives ou 
actives ; ainsi, a cet egard, ces deux lois ont une plus grande etendue 
que la loi de la conservation des forces vives, qui n'est independante 
que de Taction des forces passives. II resulte de la que cette derniere 
loi ne pent pas subsister, comme les deux premieres, dans le cas oil, 
par Taction mutuelle des corps, ou par la rencontre d'obstacles, il 
survient des changements brusques dans leurs mouvements, parce 
que ces changements sont ou peuvent toujours etre regardes comme 
Teffet des forces actives de ressorts places entre les corps, ou entre 
eux et les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant tres-peu, 
maintiennent la loi de continuite dans la variation des mouvements. 
La force vive des corps qui subissent ainsi des changements brusques 
re^oit, a chacun de ces changements, une augmentation ou une dimi'-* 
nution egale a la force vive que Tac^on de ces ressorts produirait si 
les corps n'etaient sounds qu*a cette action. 

Ainsi, si les corps M, N, etc., viennent a se rencontrer, ou a ren« 
contrer des obstacles, de nuuiiei*e qu'il en resulte des changements 
brusques dans leurs mouvements, on pourra apphquer k ces corps, 
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pendant leur action, quelque courte qu'elle puisse etre, la formule 
du numero precedent; de sorte qu'en nomniant U, V, etc., leurs 
vitesses au commencement de Faction, u^ v^ etc., les vitesses a la fin 
de I'action, designant, de plus, par a, ^, etc., les valeurs des dis- 
tances/?, 9, etc., au commencement, et par *, /3, etc., leurs valeurs a 
la fin de la mSme action, on aura 

MU^-hNV*-f-...— Mw'^ — Ni;^— ... = 2F(a, ^^...) — 2F(a,/3...); 

ce qui montre que la difference des forces vives au commencement et 
a la fin de Faction sera 

2F{a, b...) — 2F(a, /3...), 

oil Ton remarquera que, quoique les quantitesa, j3, etc. , different tres- 
peu des quantites a, &, etc., la difference des fonctions s^nblables 

F (a, 6...) et F (a, j3...) pent avoir une valeur finie quelconque. 

44. Gomme ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas de- 
terminer, de cette maniere, la variation de la force vive; mais, dans 
les cas particuliers, on pourra la trouver d'apres les conditions du 
probleme. 

Lorsque des corps se choquent, soit immediatement, soit par I'en- 
tremise de leviers ou de machines quelconques, si les corps sont parfai- 
tement elastiques, la compression et la restitution se font suivant la 
meme loi, et Taction est censee durer jusqu'a ce que les corps soient 
revenus, par la restitution du ressort, a la meme position respective 
oil la compression a commence. On aura done pour ce cas, dans 
I'equation prec^dente, 

a = a, ^ = by etc., 

et, par consequent, 

F(a, p...) = F(a, b...); 

d'ou il suit que la. force vive sera la meme a^ant et apres le choc : ce 
que Toasait depuis.longtemps, mais dont on n'avait pas, que je sache, 
une demon&tratioii aimple et generale. 
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Au contraire, dans le choc des corps durs, Taction n'est censee 
durer que jusqu'a ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu 
desquelles ils ne se nuisent plus, et qui, par consequent, ne produi- 
sent point d'action entre eux. Ainsi Teffet de ces vitesses sur Taction 
mutuelle des corps etant nu] , si on leur imprimait ces memes vitesses 
avant ou pendant Taction, elle serait la meme en vertu des vitesses 
composees de celles-ci et des vitesses propres des corps. Done elle 
serait encore la meme, si les vitesses imprimees etaient egales et direc- 
tement contraires a celles dont nous parlous, car Taction ne varierait 
pas, en supposant que Ton detruisit ces vitesses imprimees par des 
vitesses opposees. 

II s'ensuit de la que, dans le choc des corps durs, les vitesses 
u^ (^, etc., apres le choc, sont telles, que T equation 

MU'+NV^+... — Ma*— Ni^*— ... = 2F(a, 6,c...) — 2F(a,/3,>...) 

subsisterait egalement en composant les vitesses U, V, etc., UyV^ etc., 
avec les vitesses — w, — (^, etc., le second membre de cette equation 
demeurant le meme, parce qu'il ne depend que de la position mutuelle 
des corps, avant et apres le choc. 

Si done on nomme A la vitesse composee de U et de — a, B la 
vitesse composee de V et de — (^, etc. , Tequation deviendra 

MA*-f-NB»-h... = aF(a, b, c...)— 2F(a, |3, 7...), 

puisque les vitesses composees u — u^ v — Vj etc. , sont nulles. 
On aura done, pour le choc des corps durs, cette equation 

MU*— NV»— Mw* — N(;*— ... = MA*+ NB* 



Gomme U, V, etc. , sont les vitesses avant le choc, et w, i^, etc. , les 
vitesses apres le choc, il estclair que A, B, etc., seront les vitesses 
perdues par le choc; par consequent, MA* h- NB* + . . . sera la 
force vive qui resulterait de ces vitesses : d'oii Ton tire cette conclu- 
sion, que dans le choc des corps durs, il se fait une perte de forces 
vives egale a la force vive que les memes corps auraient s'ils etaient 
animes chacun de la vitesse qu'il perd dans le choc. Ge theoreme 
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remarquable est du, je crois, a M. Gamot, qui I'a trouve d'une autre 
maniere dans son Essai sur les machines en general; il est utile pour 
completer Tequation des forces vives, dans le cas oil il se fait une 
perte de ces forces par le choc. 

45. Dans T equation (n® 41) 

les quantites ,pj q, etc., designent les distances rectilignes des points 
oil les forces P, Q, etc., sont appliquees, aux centres de ces forces; 
ainsi les quantites/?', gr', etc. , expriment les vitesses de ces points sui- 
vant les directions de ces m^mes forces, et comnie les quantites/^, 
9, etc., n'entrent point dans Tequation, il s'ensuit qu'elle atoujours 
lieu, quelles que soient les forces P, Q, etc., soit qu'elles tendenta des 
points donnes ou non, pourvu que I'onprenne pour/?', q\ etc., les 
vitesses respectives des points oil ces forces sont appliquees suivant les 
directions raemes des forces. 

Si les forces P, Q etaient en equilibre, la quantite P/?' -f- Qg^' H- ... 
serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n'^SO) : ainsi Tequa- 
tion precedente montre ce que cette quantite devient lorsque les forces 
produisent du mouvement; on voit qu'elle est alors egale a lafonc- 
tion prime de la moitie de la force vive de tons les corps du sys- 
teme, quelles que soient d'ailleurs la position et la liaison mutuelle de 
ces corps. 

Done si , dans un instant quelconque , les forces qui agissent sur le 
systeme viennent a se contre-balancer, la fonction prime de la force 
vive sera alors nulle, et, par consequent, la force vive sera un maxi- 
mum ou un minimum (n^ 26, deuxieme partie). En general, de 
toutes les situations que le systeme pent prendre, celle ou il serait en 
equilibre est aussi celle oil sa force vive serait un maximum ou un 
minimum s'il etait en mouvement; et il est demontreque I'equilibre 
sera stable lorsque la force vive sera un maximum, et qu'il ne le sera 
pas, lorsque la force vive sera un minimum. Mais la demonstration de 
cette propriete singuliere de I'equilibre ne pent pas etre inseree ici ; on 
pent la voir dans la MScanique analytique. 

3* ed. 49 
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46. Puisque les quantites/?', q\ etc., n'expriment que les vitesses 
des points oil sont appliquees les forces P, Q, etc., estimees suivant 
la direction de ces forces, on pent prendre pour /?', q\ etc., le& 
espaces simultanes parcourus par ces points, suivant ces directions. 
Ainsi P/?' sera la fonction prime de I'aire de la courbe dont I'abscisse 
serait egale a/? et Tordonnee rectangle serait P, et de meme Qq' sera 
la fonction prime de Faire de la courbe dont I'abscisse serait q et 
Tordonnee Q ; et ainsi des autres ( n"* 28, deuxieme partie ). Done, 
si Ton designe respectivement ces aires par (P), (Q), etc. , et que Ton 
prenne les fonctioiis primitives des deux membres de I'equation du 
numero precedent, on aura, en multipliant par a et nommant U, V 
les vitesses de M, N, etc., lorsque les aires (P), (Q), etc., sont sup- 
posees commencer, 

Mw^ + Np=^-4- ... — MU^ — NV^— ... =:2(P), -h2(Q)-+- .... 

Gette equation est la meme que celle du n^ 42, qui renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives ; mais elle est representee ici 
d'une maniere independante des fonctions que peuvent representer les 
forces P, Q, etc. 

Si Ton suppose que ces forces agissent chacune separement sur 
des corps libres dont les masses soient m, n, etc., on aura, par les 
equations fondamentales du n^ 15, 

mp'' = P, nq'^ = Q, etc. ; 

done, multipliant respectivement par 2/?', 2q\ etc., et prenant les 
fonctions primitives , on aura 

mp'' = a-^ 2(P), nq''=b^2{Q), 

et ainsi des autres, aetb etant des constantes arbitraires. Done, si Ton 
suppose, pour plus de simplicity, que les vitesses/?', </', etc., soient 
nuUes, lorsque les aires (P), (Q), etc., commencent, on aura 

a= o, b = o, etc., 

et, par consequent, 

m/^=2(P), nq''=^{Q), etc., 
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oil Ton voit que mp'^^ ^'^^ etc., soiit les forces vives produites se- 
parement et librement par les forces P, Q, etc. , pendant la generation 
des aires (P), (Q), etc. , de sorte que ces aires elles-m^mes sont egales 
a la moitie des forces vives engendrees. 

Done, lorsque ces forces agissent sur des corps lies entre eux d'une 
maniere quelconque, elles produisent, dans tout le systeme, une aug- 
mentation de force vive egale a la somme des forces vives que chaque 
force produirait, en particulier, si elle agissait seule sur un corps libre, 
et qu'elle lui fit parcourir, suivant sa direction, un espace egal a celui 
que le corps parcourt reellement, suivant la meme direction. G'est 
proprement ce qui constitue le principe de la conservation des forces 
vives. 

47. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans la 
theorie des machines. L*objet general des machines est de transmettre 
Taction des puissances motrices, de la maniere la plus propre a vaincre 
les resistances qui s*opposent au mouvement que Ton veut produire. 
Ces resistances n'etant que des forces qui agissent dans un sens con- 
traire a celui des puissances, on pent les regarder et traiter comme des 
puissances negatives. Ainsi, dans une machine quelconque en mouve- 
ment, Taugmentation de la force vive totale est toujours egale a la 
somme des forces vives que les puissances auraient produites, moins 
la somme de celles qui auraient pu etre produites par les resistances, 
si les points sur lesquels ces forces agissent s'etaient mus librement. 

On pent reduire a la gravite et aux ressorts presque toutes les 
forces dont nous pouvons disposer. Un poids P, en descendant libre- 
ment d'une hauteur A, acquiert une force vive ^gale a 2PA ; car, dans 
ce cas, la force P etant constante, I'aire (P) est egale au produit de 
I'ordonnee P par Tabscisse h. Ainsi, lorsqu'on a a sa disposition une 
chute verticale h d'un poids P, on peut depenser une force vive egale 
a 2PA, laquelle peut etre employee dans une machine comme puissance 
ou comme resistance. Un ressortbande produit, en sedebandant libre- 
ment, une force vive qui depend de la force du ressort et de I'espace 
par lequel le ressort peut se debander, et qui est egale au double de 
Faire (P). Done, si Ton a a sa disposition un ressort bande jusqu'a un 

49- 
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certain point , et qui puisse se debander par un espace donne, on est 
le maitre de depenser une force vive donnee et de T employer dans une 
machine quelconque. Ainsi Ton pent dire qu'une chute d'eau dont la 
quantite et la hauteur sont donnees ; qu'ime quantite donnee de char- 
bon, en tant qu'elle pent etre employee a vaporiser une quantite 
donnee d'eau; qu'une quantite donnee de poudre a canon, qu'une 
journee de travail d'un animal donne, etc., renferment une quantite 
determinee de force vive, dont on pent disposer^ mais que Ton ne sau- 
rait augmenter par aucun moyen mecanique. 

On pent done toujours regarder une machine comme destinee a 
detruire une quantite de force vive en consumant une autre force vive 
donnee. Et il suit du principe general, que la force vive des puissances 
motrices doit surpasser celle des resistances, d'une quantity egale a la 
force vive totale de tons les corps qui se meuvent en vertu de ces 
forces ;. et s'il arrivait des changements brusques dans leurs mouve- 
ments, il y faudrait ajouter la somme des forces vives qui resulteraient 
des vitesses perdues dans les chocs ( n** 44 ) . 

On peut calculer de cette maniere Teffet de toute machine, et deter- 
miner les conditions necessaires pour que cet efFet devienne le plus 
grand qu'il est possible, relativement aux circonstances de la machine 
donnee. 

Je ne m'etends pas davantage sur les applications a la Mecanique, 
et je ne m'arreterai pas a resoudre des problemes particuliers. Comme 
mon dessein n'est pas de donner un Traite de cette science, je me 
contenterai d'avoir etabli, par la theorie des fonctions, les principes et 
les equations fondamentales de la Mecanique, que Ton ne demontre 
ordinairement que par la consideration des infiniment petits, et d'avoir 
donne, d'une maniere nouvelle, les lois generales du mouvementdes 
corps animes par des forces quelconques, et qui agissent les uns sur 
les autres ; et je renverrai a la Mecanique anaJytique ceux qui desire- 
raient un plus grand detail. 
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ADDITION 

Au chapitre deuxieme de la premiere partie, page 1 7 . 



On peut demontrer, de difFerentes maoieres, la correspondance des 
fonctions derivees avec les diflferentielles. Si ron designe par d.v la 
difference constante des valeurs successives x^ x -\- dxy x + 2^, 
X -+- 3dx, etc. , de la variable a?, les valeurs correspondantes de la 
variable/, regard^e comme fonction de «r, seront par la formule pre- 
cedente, en y faisant successivement i = dx^ actr, 3dx^ etc. : 

, , r"^» r'"^' y'^rfx* . 
J -4- ydx -f- -^ h -^^^-j h ^ 3 . h . . . , 

^ + y <i. + irk + J^^ + %^ 

r + Ay'dx H =^ h -^^L.-^ 1 ^. f- . . . , 

*^ ^/ a 2.3 2.3.4 

etc. 

Si Ton prend, par des soustractions successives, les differences 
premieres, secondes, troisiemes, etc., de ces valeurs, et qu'on les 
denote par c^, dy, d^y^ etc., on aura 

•' a a.3 a.0.4 

'*-^~~T3 ^"^3,4 

^4„ _ a4y"<fa* 
^y— a,3.4 

etc. 
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Supposons que la difference dx devienne infiniment petite, les puis- 
sances dx^^ dx^j etc., deviendront infiniment petites, chacune par 
rapport a celle qui precede, et les series qui expriment les valeurs des 
differences dy^ d\y^ d\Yy etc., se trouveront composees de termes 
infiniment petits, chacun relativement au precedent, de sorte qu'en 
negligeant les infiniment petits d'un ordre superieur relativement a 
ceux d'un ordre inferieur, on aura simplement 

d/y = y'dx , d^y =^ y"dx * , d^y = ^"dx % etc . , 

et, par consequent, 

^/ dy If d^y jff ___ d^y^ 

•^ dx^ " /ir* ' "^ dx^^ 

On Yoit par la comment la supposition des infiniment petits pent 
sei vir a trouver les fonctions derivees ; et Ton pent en conclure que 

les expressions differentielles -^ ^ -7^1 etc., au lieu d' ex primer ce 

qu'elles paraissent representer, ne sont, a la rigueur, que des symboles 
qui denotent des fonctions differentes de la fonction primitive j^, mais 
derivees de celle-ci suivant certaines lois. { Voyez, dans la nouvelle 
edition des Lecons sur le Calculdes Fonctions , la lecon dix-huitieme , 
qui contient des remarques importantes sur le passage du fini a Tinfi- 
niment petit. ) 
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THfiORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 



Note db BI. J. -A. SERRET. 



I. La theorie remarquable, exposee dans les chapitres III et IV de 
la deuxieme partie, fait connaitre Tintegrale premiere et la solution 
singuliere d'une classe assez etendue d' equations differentielles : il 
s'agit des equations auxquelles conduisent les problemes inverses sur 
le contact des courbes, et dans lesquelles n'entrent que les elements 
memes du contact. Le succes de la methode est du a cette seule cir- 
Constance, que les elements du contact sont des fonctions de a?, r, et 
des derivees de/, qui etant egalees a des constantes arbitraires four- 
nissent autant d'integrales premieres d'une meme equation differen- 
tielle ; aussi peut-on donner un peu plus de generalite au theoreme de 
Lagrange. 

Designons par a et j3 deux constantes arbitraires, et supposons que 
les equations 

^ ^ U (^> r» />/'>-, J'") = P, 

soient deux, integrales premieres d'une meme equation differentielle 
de I'ordre m + i , 

(2) V = O, 

j', j", etc., etant mis au lieu de ^» -t^> etc. 



3q2, note. 

Si Ton elimine/'" entre les deux equations (i), on obtiendraune 
equation diflferentielle de I'ordre m — i , 

(3) /{.r,j,r',...,r'"\a,/3)=o. 

Cela pose, i'equation (3), qui est une integrale seconde de I'equa- 
tion (2), et une integrale premiere de Tune quelconque des equa- 
tions (1), sera egalement une integrale premiere de Tequation 

(4) F((p, 4) = o, 

oil F designe une fonction quelconque, pourvu que Ton considere les 
deux constantes a et j3 comme assujetties a verifier Tequation 

(5) F(a, ^) = o. 

Ge theoreme est presque evident, car les valeurs de a et |3, que Ton 
tirerait de I'equation (3) et de sa derivee, seraient a = ^, |3 = 4; 
et comme I'equation (5) a lieu entre les constantes a et ^, il s'ensuit 
que I'equation (4) se trouvera aussi verifiee. Si les fonctions ^ et 4 
ne renfermaientHjue Xy j, et j', I'equation (3) ne contiendrait plus de 
derivees, et serait, par suite, I'integrale generale de Tequation propo- 
see. II resulte de la que, si parmi les difFerentes manieres, en nombre 
infini, d'ecrire une equation differentielle, on en distingue une qui 
permette de lui donner la forme de I'equation (4), on aura, par cela 
seul , integre une premiere fois cette Equation . 

II. Proposons-nous comme application de chercher Tequation in- 
tegrale des lignes de courbure d'une surface du second ordre a centre. 
L'equation de la surface etant 



X* r' z^ 



I'equation differentielle des projections des lignes de courbure sur Je 
plan xy sera 

W ?(---?)-;4E|;(r'-w')-»' = o; 
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si maintenant Ton pose 



ces equations seront les integrates premieres de la m^me equation 

on pourra done appliquer le theoreme a I'equation (2). Si Ton eli- 
mine y entre celles-ci, on aura 

nous ferons a = /jt*, ^=f^^ — ft*, et I'equation des projections des 
lignes de courbure sera finalement 

ft^ ^tant la constante arbitraire : elle represente, comipe on sait, des 
ellipses ou des hyperboles. Gomme T equation (3) est symetrique entre 
p et )u, si Ton considere p comme un parametre variable, et /u comme 
determine, I'equation (3) representera egalement les projections des 
lignes de courbure de la sur&ce 

et si p et )bc ont en meme temps des valeurs determinees, Tequation (3) 
representera la projection d'une ligne de courbure commune aux sur- 
faces (i) et (4)9 laquelle sera done I'intersection de ces deux sur&ces. 

Si dans Tequation (i)onap>c>ft,^ devra etre compris entre 
ft et c, ou inferieur a ces deux quantites, car autrement les deux sur- 
faces ne se couperaient pas. On conclut de la que les trois equations 

X* ^ J* . z* 



p« ' p»— ft* ^ p*—c' ~'' 



(^) 1 X* J* z' 



x^ _ _y_ z^ _ 

v» ft«— V* c'— v" — '* 
3« ed. JO 
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dans lesquelles b et c ^ b sont des constantes determinees, p? .^9 ^ 
trois parametres variables compris, le premier entre c et 00, le second 
entre b el c, et le troisieme entre a et ft, representent trois systemes 
de surfaces telles, que I'une quelconque des surfaces de Tun de ces 
systemes sera coupee, suivant ses lignes de courbure, par toutes les 
surfaces des deux autres systemes. II en resulte que les sur&ces (5) sont 
orthogonales entre elles. 

C'est au meme principe que Ton doit rattacher I'integration de 
r equation si connue 

/=/^H-F(/); 
car, si Ton fait 

/ = <*, 

J— /^ = 13, 

a cause que les deux equations qui precedent sont les deux integrales 
premieres de T equation 

7 ==0, 

Tequation 

qui resulte de I'elimination de j', sera I'integrale generale de la pro- 
posee, pourvu que les constantes <» et |3 soient unies par la relation 

^ = F(«); 
et [*on obtient finalement 

r = ^ + F(*). 

ou a designe la constante arbitraire. Au surplus, dans la question 
actuelle, les fonctions y' et y — j'j;, entre lesquelles a lieu Tequation 
proposee, ne sont autres que les elSments du contact du premier ordre. 
in. Les equations differentielles dont il vient d'etre question, et 
dont on determine si aisement une integrale premiere, admettent, en 
general, des solutions singulieres, ainsi que Lagrange Ta remarque : 
la theorie de ces solutions singulieres pent etre presentee tres-simple- 
ment a Taide de considerations geometriques, identiques a celled 
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que Ton eiuploie dans la recherche des developpante^ d€& courbes 
planes. 

Lorsqu'on donne I'equation d'une courbe en coordonnees rectan- 
gulaires x et y^ on obtient, comme on sail, T equation de la deve- 
loppee en eliminant x et/a Taide de la proposee et des deux suivantes 

(0 \ ^ 

V J 

dans lesquelles aetp representent les coordonnees du centre de cour- 
bure. 

Mais si, au c<HA*aire, Ton donne I'equation 

(2) F(«vl3) = o 

de la developpee, et que Ton elimine a et /3 entre les equations (i) 
et (2), on obtiendra Tequation diflKrentielle du second ordre 

(3) F(x-i(i+^, .r + i^^>o, 

que la theorie presente immediatement comme devant faire connaitre 
les developpantes de la courbe representee par Tequation (2). Mais 
cette equation est du second ordre, et son integrale complete doit 
renfermer deux constantes arbitraires, tandis qu'il n'en peut entrer 
qu'une seule dans I'equation des developpantes, d'oii resulte ce para- 
doxe d'analyse signale par Ijagrange, et qu'il est bien aise d'edaircir. 
D'abord I'equation (3) est du genre de celles dont nous avons parle 
precedemment, etson integrale preoiiere s'obtiendra en eliminant j^"" 
des equations (i); ce qui donne 

(4) {x—a)^y{y — ^) = o, 

dans laquelle a et ^ doivent etre considerees comme deux constantes 
liees par la relation 

F(«, /3)=o; 

5o. 
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y designant une constante arbitraire, Fintegrale de I'equation (4) sera 

cette equation, qui renferme deux constantes arbitraires, est Tintegrale 
generale de I'equation (3) : elle represente un cercle de rayon arbi- 
traire, et dont le centre est en un point quelconque de la courbe 
donnee que represente Tequation (2) . Le cercle satisfait effectivement 
a la question de geometric, puisque, pour chaci^i de ses points, le 
centre de courbure est bien situe sur la courbe donnee. II resulte done 
de la, que Tequation des developpantes de la courbe proposee est 
necessairement une solution singuliere de I'equation differentielle (3). 
La plupart des Traites d'analyse ne font aucune mention de I'equa- 
tion (3), comme devant faire connattre I'equation des developpantes, 
et Ton se contente habituellement de montrer, a Taide de considera-. 
tions particuUeres, que oelle-ci est I'integrale generate d'une equation 
differentielle du premier ordre, laquelle resulte de I'elimination de a 
et |3 entre les trois Equations 

F(«, ^)=o. 

C'est, au surplus, le resultat auquel on est immediatement conduit, en 
considerant les developpantes d'une courbe comme les trajectoires 
orthogonales de ses tangentes. 

IV. Nous allons montrer maintenant quelle extension on pent 
donner aux considerations particuUeres que Ton emploie dans la theorie 
des developpantes. 

Nous Savons que si les equations 

sont deux integrales premieres d*une meme equation differentielle , et que 

(2) /(^,J,/v..,j"~\a, ^) = o 



♦ 
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en resulte par relimination de y"^^ cette derniere equation sera une 
integrate premiere de I'equation 

(3) F((p, 4) = o, 

pourvu que Ton considere a et ^ comme des constantes verifiant 
I'equation 

(4) F («, ^) = o; 

en sorte que Ton obtiendra Tintegrale generate de Tequation (3), en 
cherchant celle de I'equation (2), dontl'ordre est inferieur d'une unite. 

Considerons a et |3 comme des coordonnees rectangulaires, de 
meme que x et y^ puis imaginons que Ton ait trace la courbe repre- 
sentee par I'equation (4) 9 en meme temps que celles qui sont repre- 
sentees par I'integrale generate de t'equation (3); chacune de ces der- 
nieres dependra, en parties de ta position d'un point de ta premiere 
courbe, de celui qui repond aux vateurs de a et p retatives a la courbe 
que Ton considere: pour abreger te discours, j'appetterai ce point 
point directeur, et courbe directrice I'ensembte des points directeurs, 
c'est-a-dire la courbe representee par Tequation (4). 

Pour tons les points d'une meme courbe de t' integrate generate (3), 
te point directeur est le meme, et jouit, par rapport a chacun d'eux, 
d'une propriete commune definie anatytiquement partes equations (i); 
d'ou it suit ctairement que tes courbes susceptibtes de satisfaire a 
t'equation (3), et qui ne font pas partie de t'integrate generate, jouis- 
sent de cette propriete remarquabte, que te point directeur n'est pas 
te meme pour tons tes points d'une meme courbe, et que ta propriete 
definie anatytiquement par tes equations ( i ) a lieu entre tes differents 
points d'une meme courbe et teurs correspondants sur la courbe 
directrice. 

Pour chacune de ces nouveltes courbes qui constituent une solu- 
tion singutiere de I'equation (3) , t'equation (2) aura encore lieu entre 
les coordonnees Xy y de t'un de ses points, et celles a et |3 du point 
directeur correspondant; mais si I'on fait varier x et r? a et p varie- 
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ront aussi: on aura done, en differentiant 1' equation (2), 

Mais si Ton observe que I'equation (2), dans laquelle on regarde a et |B 
comme constantes, est une integrale premiere de Tune quelconque des 
equations (i), on verra que le coefficient de dx dans Tequation prece- 
dente devient nul en vertu de ces memes equations ( i ) : on aura done 
simplement 



on a d'ailleurs 




done 


dF , , dh',^ 


(5) 


df df 
da ^ 

da JjS 



equation qui etablit une relation entre chaque point de la courbe sin* 
guliere et le point directeur correspondant. 

Si des equations (4) et (5) on tire les valeurs de a et |3 pour les 
porter dans I'equation (2) ; ou, oe qui revient au meme, si Ton elimine 
a et |3 a I'aide des equations (2), (4) et (5), on obtiendra une equation 
diiferentielle de Tordre m — i , 

sans eonstante arbitraire, et qui sera une solution singuliere de Te- 
quation (3) . 

Bomons-nous a indiquer une seule application des resultats qui 
precedent. 

On demande quelle est la courbe jouissarU de la propriete, que si 
M est un de ses points, G le centre de courbure en ce point, et M^ la 
position du point M aiiquel on fait /aire un quart de re\>oIution 
autour d*un point fixe, Von ait CM^= une eonstante K. 
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L'equation differentielle du second ordre est 
on trouve pour integrale premiere 



avee 






et pour solution singuliere, 



(a: —jr) + {x + j) ^ = Ky/, 






r integrate generale represente ici des spirales logarithmiques, la solu- 
tion singuliere des courbes beaucoup plus compliquees. 
V. On demontrerait absolument comme au n^ I, que si 

^ = a, -^ z= ^^ <ar = y, etc., 
sont n integrales premieres d'une meme equation differentielle, et que 

en resulte par T elimination des n — i plus hautes derivees, cette 
derniere sera une integrale d' ordre n — i de l'equation 

F (^, 4> ^v) = o> 

pourvu que Ton considere a, /3, y, etc., comme des constantes assu-* 
jetties a verifier Tequation 

F{flt, j3, y,...) = 0. 

Dans ce cas, l'equation proposee admet encore une solution singu- 
liere, que Ton determinera par un procede analogue a celui que nous 
venons d' employer. 
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